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GENERALITES
Définition

FEzxemple : Voici des tarifs postaux, en euros, valable en 2009 :
Poids/Recommandé | Sans R1 R2 R3
Jusqu’a 20g 0,56 € | 3,36 €| 3,96 € | 4,86 €
Jusqu’a 50g 0,90 € | 3,70 € | 4,30 € | 5,20 €
Jusqu’a 100g 1,35 € | 4,15 € | 475€ | 565 €
Jusqu’a 250g 222€ | 502€ | 562€ | 652€
Jusqu’a 500g 3,02€ | 582€ | 642€ | 752€
Jusqu’a kg 392€ |6,72€ | 732€ | 822€
Jusqu’a 2kg 516 € | 7,96 € | 8,56 € | 9,46 €
Jusqu’a 3kg 6,04 € | 884<€|933€ | 10,23 €

Les informations peuvent étre présentées de facon plus synthétique a 1’aide du tableau
suivant :

0,56 3,36 3,96 4,86
0,90 3,70 4,30 5,20
1,35 4,15 4,75 5,65
2,22 5,02 5,62 6,52
3,02 5,82 6,42 7,52
3,92 6,72 7,32 8,22
5,16 7,96 8,56 9,46
6,04 8,84 9,33 10,23

C’est une matrice a 8 lignes et 4 colonnes.

Définition 1 : Matrice

... N

Une matrice est un tableau de nombres.
Les nombres sont appelés les coefficients, les termes ou les éléments de la ma-
trice.
Si on a n lignes et p colonnes, on dit qu’on a une matrice de dimension n X p.
Si M est une matrice n x p, le terme situé a la i ligne et la 7™ colonne est
\ noté m;; (avec1 <i<netl<j<p). J
1 2 3
. 4 5 6 . .
FExemple : La matrice A = 7 8 9 est de dimension 4 x 3.
10 11 12

Le terme aq; est 1, le terme ao3 est 6, le terme ayo est 11.

Egalité de deux matrices

Théoréme 1 : Egalité de deux matrices

Deuzx matrices M et M’ sont égales si et seulement si elles sont de méme dimension
et que chaque élément de l'une est égal a [’élément correspondant de [’autre, c’est
dire si, pour tout i et tout j, on a M;; = M{]
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FExemple : On considére les trois matrices suivantes :

12 3 r 2 3
1 2 3
A= 225 g f4a56] ; c=| 2 O
7 8 9 a0 Ty 9
10 11 12 10 11 12

Les matrices A et B ne peuvent pas étre égales puisqu’elles n’ont pas la méme dimension.
Les matrices A et C' seront égales si et seulement si x = 1 et y = 8.

OPERATIONS SUR LES MATRICES

Exemple : Soit A la matrice donnant les tarifs postaux. Supposons que ces tarifs subissent
une augmentation.
Soit B la matrice donnant les augmentations envisagés pour chacun des tarifs :

0,02 0,04 0,09 0,18
0,03 0,05 0,10 0,20
0,05 0,15 0,75 0,65
0,22 0,02 0,62 0,52
0,32 0,82 0,42 0,52
0,42 0,72 0,32 0,22
0,50 0,96 0,56 0,46
0,50 0,84 0,33 0,23

soit C' La matrice donnant les nouveaux tarifs. Comme le nouveau tarif est obtenu en
faisant ’addtion de I’ancien tarif et de son augmentation, chaque coefficient de la ma-
trice C' est la somme du coefficient de la matrice A et du coefficient de la matrice B
correspondant. On note C = A + B.

Addition

Définition 2 : Addition de matrices

Pour additionner deux matrices de méme dimension, il suffit d’ajouter chaque
terme de la premiére matrice au terme situé a la méme position sur la deuxiéeme
matrice.

Autrement dit, la somme de la matrice A = (a;j) (n lignes, p colonnes) et de la
matrice B = (b;j) (n lignes, p colonnes) est la matrice C = A+ B (n lignes, p
colonnes) telle que pour tout i € [1,n], pour tout j € [1,q|, ¢;j = a;ij + bi ;.

Ezxemple :
1 2 3 -4 5 6 -3 7 9
4 56|+ 3 0 =2]=17 5 4
7 8 8 6 7 9 13 15 17

Remarque : On ne peut pas additionner des matrices qui n’ont pas les mémes dimensions
(c’est a dire des matrices telles que le nombre de ligne ou le nombre de colonne ne soit
pas le méme).
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Théoréme 2 (admis) :

... A
A, B et C étant des matrices de mémes dimensions, k et k' deuxr nombres. On

démontre et nous admettrons que :

o A+ B =B+ A (commutativité) ;

o (A+B)+C = (A+ B)+ C (associativité) ;

e A+0=A (00 0 est la matrice dont tous les coefficients sont nuls).

Produit d’'un nombre réel par une matrice

Exemple : Supposons, toujours dans le cas des tarifs postaux, que les tarifs soient aug-
mentés uniformément de 10%. Chaque coefficient de la matrice A est donc multiplié par
1,1. La matrice D des nouveaux tarifs est notée D =1, 1A.

Définition 3 : Multiplication d’un réel et d’une matrice

” Si k est un mombre réel, et M wune matrice, la matrice k x M est obtenue en
multipliant chaque terme de M par k.

1 2 3 10 20 30
Exemple : 10 {4 5 6] = (40 50 60
789 70 80 90
A étant une matrice, k et k' étant des nombres, on a :
e IA=A;
e —A=(-1)A;
o k(A+ B) = kA+ kB (distributivité pour les matrices) ;
o (k+K)A=FEkA+ KA (distributivité pour les réels) ;
Ll e k(k'A) = (kk')A (associativité). )

Produit de deux matrices

Ezemple : Dans une entreprise de vente de piéces détachées, deux services paralléle s’oc-
cupent du courrier. Notons S; le service “traitement des commandes” et Sy le service
“échange-réclamation”.

Pour une semaine donnée, le volume du courrier traité est donné par le tableau suivant :

Sy 50 | 35 15 10 0 0 0
S 7 3 4 10 0 0 0

Service/jusqu’a | 20g | 50g | 100g | 250g | 500g | 1kg | 2kg | 3 kg
0
1

On souhaite calculer le cotit d’envoi par service et suivant le type d’affranchissement du
courrier. On dispose les calculs de la fagon suivante :

3



Chapitre 13 Matrices

sans RI1 R2 R3
0,56 3,36 3,96 4,86
2,90 3,70 4,30 5,20
LA 35 4,15 4,75 5,65
7,22 5,02 5,62 6,52
502 5,82 6,42 7,52
3,92 6,72 7,32 8,22
5,16 7,96 8,56 9,46
6,04 8,84 9,33 10,23

S1 50 35 15 10 0 0 0 O . . a3 .
S2 7 3 4 10 00 01 . . . .

Le nombre a3 représente de ’ensemble des colis affranchis au type R2 pour le service S1.

On obtient :
Services | sans | R1 | R2 | R3
S1 101.95
So

Définition 4 : Multiplication de matrices
... \
On ne peut multiplier deur matrices qui si le nombre de colonnes de la premiére

matrice est égal au nombre de lignes de la deuxieme matrice.

Pour avoir le terme situ€ a la ligne i et la colonne j, il faut multiplier chaque terme

de la ligne i de la premiére matrice par ceuz de la colonne j de la deuzieme matrice

et faire la somme de tous ces produits.

Autrement dit, le produit de A (n lignes, p colonnes) par B (p lignes, q colonnes)

est la matrice C = AB (n, lignes q colonnes) telle que i € [1,n], pour tout j € [1,¢],
P

Cij = > Qigbr;
k=1

1 2 3 -4 5 6 20 26 29
Exemple : [4 5 6) X 3 0 =2 =135 62 68
78 9 6 7 9 50 98 107
c1p vient de 1 x (—4) +2 x 343 x 6.
cpp vient de 7 x5+8x0+8x%x7

Remarque : Disposition des calculs : On multiplie les lignes de A par les colonnes de B
suivant le schéma ci-dessous :
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B : p rows ¢ columns

biq

bpq

Ciq

(A Gl coe  Cgp oo Gy
A : n rows p columns C = A x B : nrows g columns

7

A, B et C' sont trois matrices telles que les opérations suivantes existent :
e Ax (Bx C)=(Ax B)x C (associativité) ;

e Ax (B4+C)=Ax B+ Ax C (distributivité a gauche) ;

o (A+B)x C=Ax C+ Bx C (distributivité a droite) ;

Attention! en général A x B # B x A (il n’a pas commutativité).

Définition 5 : Matrice inverse

Soit M une matrice carrée de dimension n X n. On appelle matrice inverse la
matrice B telle que A x B = B x A = I, ou I, est la matrice identique de

dimension n X n.
Cette matrice est notée A~".

5 —1 (21
-9 2 —\9 5)

Exemple : On considére A = ( et B

comme (5 Y (2 Y (1O (2 Y (5 Y (O e g
mme{ _g9 9 9 5) " \o 1 9 5 9 2) = \o 1) 1

matrices A et B sont donc inverses ['une de Pautre.
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APPLICATIONS

Gestion de données

Résolution d’un systéme

Un systéme linéaire de n équations a n inconnues est un systéme qui peut se mettre sous
la forme A x X = B, ou A est une matrice n X n, X est une matrice colonne n x 1
contenant les inconnues et B est une matrice colonne n x 1.

Ezemple :

R dxr—y=7 (5 -1 x\ (7
Le systéme { 9z +2y =8 peut me mettre sous la forme : (_9 9 ) X (y) = (8)

Pour résoudre le systéme A x X = B, si A est inversible, on peut multiplier les deux
membres & gauche par A~ (attention au sens, la multiplication des matrices n’étant pas
commutative).

A7l x Ax X =A"1x B,etdonc (A7! x A tant la matrice identité), on a

X=A'% B

Ezemple : Dans ’exemple ci-dessus, on aurait
wo (BN (5 NN (MY (2N, (T\_(2
\y) \-9 2 8/ \9 5 8/ \103

EXERCICES

Ecriture d’une matrice

2 3 -1
m Soit la matrice A = 4 0 =2
-1 5 7

1. Déterminer aqs; as3; ass; ass.

2. Déterminer i et j tels que a;; =05 a;; =5 , a;; = —1.

m Ecrire les matrices de dimensions 3 x 3 dans les cas suivants :
.I.{al-j:ij{jsii;éj; 3.{a¢j:03ii<j;

a;; =0s11=7. a;; =1.jsii = j.

2 {az‘jZOSii%j; 4 {aij:0sii+jpair;

Q55 = (_1)i+j sii = ] Q35 = i’/ sinon .
m Il existe des matrices qui ont une forme particuliére. On appelle :
e Matrice ligne : matrice qui n’a qu’une ligne.

e Matrice colonne : matrice qui n’a qu’'une colonne.
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e Matrice carrée : matrice qui a autant de lignes que de colonnes (n x n).

e Matrice diagonale : matrice carrée telle que M; ; = 0si ¢ # j, c’est dire qui ne contient
des termes non nuls que sur la diagonale qui va du coin haut et gauche au coin bas et
droite. (Il peut y avoir des termes nuls sur cette diagonale).

e Matrice unité : matrice carrée telle que M; ; = 0sii # jet M;; =1sii=j.

e Matrice nulle : matrice dont tous les éléments sont nuls.

Donner un exemple de chacune des matrices particuliéres définies ci-dessus.

Le schéma ci-dessous représente les lignes de bus reliant directement les quartiers
1,2,3,4 et 5 d’une ville.

On schématise la situation par une matrice M définie de la facon suivante :
e m;; = 1 §’il existe une ligne directe sans arrét reliant ¢ et j;

e m;; = 0 dans le cas contraire.

Ecrire cette matrice.

Opérations sur les matrices

Soient les matrices A et B :
2 1 1 3
=(5 L) o e=(40)
Calculer A+ B, A— B, 2A+ 2B, 3A — 2B.
m Soient les matrices A, B et C' :
2 —1 0 -3 4 1
=(07) -0 3) e-(50)
Calculer AB, AC, B+ C, AB + AC, A(B + C). Que remarque-t-on ?
IKWA On considére les matrices :
0 1 4 5
a=(53) 5-(33)

1. Calculer les matrices AB et BA.
2. A-t-on AB = BA?
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m On donne les matrices :

—4 1 0,1 1 1 1
A=| 11 -3 —-0,2 - A=[1 2 3
-6 2 0,1 40 20 10

Calculer les matrices AA’ et A’A. Que remarque-t-on 7

m On donne les matrices :

4 2 0 -1 2 4
A= 2 1 o0 . B=| 2 -4 -8
—2 -1 1 0 0 0

Calculer la matrices AB. Que remarque-t-on ?

IKRII A est une matrice a 5 lignes et 7 colonnes, B est une matrice a 7 lignes et 5
colonnes et C' est une matrice carrée d’ordre 5.
Les calculs suivants sont-ils possibles ?

1. 3A—2B,; 3. Bx A; 5. C?;
2. Ax A; 4. Ax B; 6. 2A x 3B —3C.

0 1 3 0 =2
1 1
=] =2 1 -1 0

1. Calculer A x B, puis (A x B) x ().
2. Cacluler B x C puis A x (B x C).

3. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

m Calculer le produit M; x My pour chacun des cas suivants :

9 9 -7
2 0 4 -1 0
-1 5 -1 8 0
-7 0 =3

—6 10 -8 -1 1 8 -6
M1—<1 0) ’ M2_<—10 0 10 —8 5)
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Annales

KR KR Polynésie 2006, Informatique de gestion.
Une entreprise assure la production de deux types de calculatrices C; et Cy en quantités
(hebdomadaires) respectives x et y.

Le cotit des éléments installés et le nombre d’heures de travail sont donnés pour chaque
calculatrice dans le tableau suivant :

Cl C2
Cotit des éléments (en €) 6 8
Nombre d’heures de travail 1 1,5

Un programme de production hebdomadaire peut se représenter par la matrice X = (az) .
Cette production occasionne un cotit ¢ et un nombre ¢ d’heures de travail. Ces deux élé-

ments sont donnés dans la matrice ¥ = (i) Enfin on appelle A la matrice issue du

6 8
tableau : A = (1 1’5).

Partie A

1. Ecrire une égalité matricielle reliant A, X et Y qui traduit la production de I’en-
treprise.

2. Durant une semaine, 'entreprise a produit 200 calculatrices C; et 800 calculatrices
Cs. Par un calcul matriciel, déterminer le coiit total et le nombre d’heures de travail
pour la production de cette semaine.

Partie B

On note B la matrice : B = (1_’f _68)

1. Effectuer le produit B x A.
2. Montrer en transformant 1’égalité Y = A x X que B x Y = X.

3. Durant une autre semaine, I’entreprise fait face & un cott total de 8400 € et
1450 heures de travail.
Déterminer par le calcul matriciel le nombre de calculatrices de chaque type fab-
riquées au cours de cette semaine.

KRS France 2002, Informatique de gestion.

1 01 1 00
On considére les matrices A = 1 11 et /=1 01 0
0 01 0 01

1. Déterminer la matrice B = A — I puis calculer les matrices B? et B3.
2. En déduire la matrice B™ pour tout entier n, n > 3.

3. La formule du binéme, appliquée au développement de (B + I)™ permet d’écrire
pour tout entier n, n > 3 :

A*=(I+B)"=I+C LB+C:.B*+C3.B3+..+C*.B* ++..+ C*'.B,_, + B"

9
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ou : |
n!
Ch=———
" kl(n—k)!
a. Vérifier que, pour n >3 : A" =+ C!.B + C?.B?
b. Montrer, a 'aide des résultats du 1) :

n
n(n+1)

1 0

An = 1 >

= n 1 —— pour tout entier n,n > 3
0 0

1

m Nouvelle calédonie 2008, Informatique de gestion.

On considére les matrices :

1 00 010 000
I={010),A=[{0 0 1] e¢O={0 0 0
0 01 0 0O 0 0 0

1. Calculer A% et A3; en déduire pour tout entier n > 3, la valeur de A™.
(On rappelle que pour tout entier naturel & > 1, A¥ = A*1 x A).

2. A tout nombre réel z, on associe la matrice notée M (z) oil
2
M(z)=I+zA+ ‘%AZ (R1).
a. Déterminer M (0) et B = M(4).
b. = et y étant deux nombres réels quelconques, calculer en utilisant la relation
(R1), le produit M (x) x M(y).
C. Montrer 'égalité : M(z) x M(y) = M(x +vy). (R2).
1 ¢ &
3. Vérifier que M(z) = [0 1
0 0
4. En utilisant les résultats de la question 2., déterminer le nombre réel z’ tel que
M(z) x M (z") = 1.
En déduire une matrice B’ telle que B x B’ = I.

z2
2

%
1
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