Livret d’exercices 10-11 TS spécialité

Chapitre VII
Sections planes de surfaces

Donner une équation de chacune des surfaces suivantes.
. Le cylindre d’axe (Oz) et de rayon 2.
. Le cylindre d’axe (Ox) et de rayon 1,5.
. Le cylindre d’axe (Oy) et de rayon /3.
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4. Le cone d’axe (Oz), de sommet O et d’angle au sommet
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. Le cone d’axe (Oz), de sommet O et d’angle au sommet

On consideére le cylindre € d’axe (Oz) et d’équation x? + y? = 4.

1. Caractériser 'intersection de % et du plan d’équation z = —5.

[N

. Caractériser I'intersection de € et du plan d’équation y = 2.

Soit € le cylindre d’axe (Oz) passant par le point A(1,2,3).
1. Donner une équation cartésienne de % .

2. On considére le plan & d’équation z = 3. Indiquer la nature de l'intersection de &

et A

3. Donner une équation cartésienne de cette intersection dans un plan que I’on précis-
era.

4. On considére le plan &' d’équation z = 2. Indiquer la nature de I'intersection de &

et &',

5. Donner une équation de cette intersection dans un plan que 1’on précisera.

Soit € le cone d’axe (Oz) et de sommet O passant par le point F(1,2,1).

1. Déterminer la valeur de tan @, ou 6 est ’angle de la génératrice du cone €, et en
déduire I'équation de % .

2. Soit & le plan paralléle au plan (xOy) passant par F'(1,1,2). Déterminer 'inter-
section de & et de €.

On appelle € le cone d’axe (Oz) et de sommet O passant par le point P de coor-
données (0,1,1). On appelle I, 'intersection de € avec le plan P, d’équation z =n ou n
est un entier naturel.

1. Déterminer une équation de % .
2. Déterminer I, puis représenter I, dans un plan.
3. En effectuant deux études de fonctions, représenter I; dans le méme plan que I,.

4. Représenter I, et I3 dans le méme plan.



On appelle € le cone d’axe (Oz) passant par le point P de coordonnées (0,1,+/3).
On appelle I, I'intersection de & avec le plan P, d’équation x = n ol n est un entier
naturel.
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. Déterminer une équation de %.

. Déterminer I, puis représenter I, dans un plan.

. En effectuant deux études de fonctions, représenter I; dans le méme plan que I,.

. Représenter I, et I3 dans le méme plan.

Soit .7 la surface d’équation z = % + y%.
Prouver que . est située au-dessus du plan (zOy) et que O lui appartient.

Déterminer les intersections de la surface . avec les plans d’équations respectives

z=2,z=4et z=Fk avec k € R. Ces sections sont appelées courbe de niveau 2, 4
et k de la surface .7.

. Préciser les intersections de la surface . avec les plans d’équations respectives z = 0
et y=0.

Déterminer les intersections de la surface . avec les plans d’équations respectives

r=2,y=2etx=Fkaveck € R.

Soient A et B deux points de la surface .. Prouver que le milieu de [AB] n’appar-

tient pas a .. Cette surface contient-elle des segments de droites?

Soit . la surface d’équation z = zy.
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(a)
(b)

Vérifier que O appartient a ..

Soit M(x,y, z) un point de la surface, prouver que M'(—x, —y, z) lui appartient
aussi. En déduire une propriété géométrique de la surface.

. Quelle est la nature de l'intersection de .# avec le plan (zOy)?

Trouver quatre points de . ayant une cote égale a —1.

Prouver que ces quatre points appartiennent & un méme plan &2 dont on pré-
cisera une équation.

Quelle est I'intersection de la surface . et du plan &2 7

Plus généralement, quelle est I'intersection de la surface .# et du plan d’équa-
tion z =k, avec k #£ 07

Prouver que l'intersection de la surface . avec le plan d’équation x = 0 est
une droite.

Quelle est I'intersection de la surface . avec le plan d’équation y =07

Plus généralement, quelle est 'intersection de la surface .# et des plans d’équa-
tionsz =k ouy ==k, avec k #07

. Prouver que l'intersection de la surface .¥ et du plan d’équation x — y = 0 est une
parabole.



Centres Etrangers, juin 2009

1. On note (E) I’équation 3z + 2y = 29 ou z et y sont deux nombres entiers relatifs.
(a) Déterminer un couple d’entiers solution de I'équation (E).
(b) Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E).

(c) Préciser les solutions de ’équation (E) pour lesquelles on a a la fois z > 0 et
y=>0;

2. Intersections d’un plan avec les plans de coordonnées.
[’espace est muni du repére orthonormal (O;i,7, k) et on désigne par P le plan
d’équation 3z + 2y = 29.

(a) Démontrer que P est paralléle a I'axe (Oz) de vecteur directeur k.

(b) Déterminer les coordonnées des points d’intersection du plan P avec les axes
(Oz) et (Oy) de vecteurs directeurs respectifs 7 et 7.

(c) Faire une figure et tracer les droites d’intersection du plan P avec les trois
plans de coordonnées.

(d) Sur la figure précédente, placer sur la droite d’'intersection des plans P et (zOy),
les points dont les coordonnées sont a la fois entiéres et positives.

3. Etude d’une surface.
S est la surface d’équation 4z = zy dans le repére (O; 1,7, k).
Les figures suivantes représentent les intersections de S avec certains plans de I'es-

pace.

~

figure n°1 figure n° 2 figure n° 3 figure n°4

(a) Sy désigne la section de la surface S par le plan (zOy).
Une des figures données représente S; laquelle ?
(b) Sy désigne la section de S par le plan R d’équation z = 1.
Une des figures données représente Sy, laquelle ?
(c) S3 désigne la section de S par le plan d’équation y = 8.
Une des figures données représente S3, laquelle ?
(d) Sy désigne la section de S par le plan P d’équation 3z + 2y = 29 de la question
2.

Déterminer les coordonnées des points communs & S, et P dont ’abscisse x et
I’ordonnée y sont des entiers naturels vérifiant ’équation

3r + 2y = 29.

Amérique du Nord, mai 2008

[’espace est rapporté au repére orthonormal (O,;,j, E)
On nomme (.9) la surface d’équation 2% + y* — 22 = 1.



1. Montrer que la surface (S) est symétrique par rapport au plan (zOy).
2. On nomme A et B les points de coordonnées respectives (3;1; —3) et (—1;1;1).

(a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par les
points A et B.

(b) Démontrer que la droite (D) est incluse dans la surface (S).

3. Determiner la nature de la section de la surface (S) par un plan paralléle au plan
(x0y).
4. (a) On consideére la courbe (C'), intersection de la surface (S) et du plan d’équation
z = 68. Préciser les éléments caractéristiques de cette courbe.

(b) M étant un point de (C), on désigne par a son abscisse et par b son ordonnée.
On se propose de montrer qu’il existe un seul point M de (C) tel que a et b
soient des entiers naturels vérifiant a < b et ppem(a; b) = 440, c’est-a-dire tel
que (a,b) soit solution du systéme

a<b
(1) : { a®+ b* = 4625

ppcm(a; b) = 440
Montrer que si (a, b) est solution de (1) alors pged(a;b) est égal & 1 ou 5.
Conclure.
Dans cette question toute trace de recherche méme incomplete ou d’initiative,
meéme non fructueuse sera prise en compte dans [’évaluation.

Réunion, juin 2009

[’espace est muni d’un repére orthonormal (O,Z,j, /;)

1 1
1. Soient F' le point de coordonnées (0 ; 0 Z) et P le plan d’équation z = T

On note d(M, P) la distance d’un point M au plan P.

Montrer que I'ensemble (S) des points M de coordonnées (x ; y ; z) qui vérifient
d(M, P)= MF a pour équation x> + 3> = 2.

2. (a) Quelle est la nature de I'intersection de I’ensemble (.S) avec le plan d’équation

z=27
(b) Quelle est la nature de l'intersection de I’ensemble (S) avec le plan d’équation
x=07

Représenter cette intersection dans le repére (O 7, E)

3. Dans cette question, x et y désignent des nombres entiers naturels.
(a) Quels sont les restes possibles de la division euclidienne de x? par 77
(b) Démontrer que 7 divise 22 + y? si et seulement si 7 divise z et 7 divise y.

4. Dans cette question, toute trace de recherche méme incompléte, ou d’initiative méme
non fructueuse, sera prise en compte dans l’évaluation.
Existe-t-il des points qui appartiennent & l'intersection de I’ensemble (.S) et du plan
d’équation z = 98 et dont toutes les coordonnées sont des entiers naturels? Si oui
les déterminer.

Amérique du sud, novembre 2008

[’espace est muni d’un repére orthonormé (O; i, 7, k).



Soit D la droite passant par le point A de coordonnées (0; 04; 2) et de vecteur directeur
i de coordonnées (1;1;0) et soit D’ la droite dont une représentation paramétrique esta :

x = t
y = —t' (' €R)
z = =2

Le but de I'exercice est d’étudier I’ensemble S des points de I’espace équidistants de D et
de D'
1. Une équation de S
(a) Montrer que D et D’ sont orthogonales et non coplanaires.
(b) Donner une représentation paramétrique de la droite D.

Soit M un point de ’espace de coordonnées (x ; y ; z) et H le projeté orthogo-

nal de M sur D. Montrer que M H a pour coordonnées (—x2+ i ; * ; Y ;2 — z) .

En déduire M H? en fonction de z, y et 2.

Soit K le projeté orthogonal de M sur D’. Un calcul analogue au précédent

2
x
permet d’établir qued : M K? = #4—(%%)2, relation que I'on ne demande

pas de vérifier.

(c) Montrer qu’un point M de coordonnées (x ; y ; z) appartient 4 .S si et seulement

) 1
si z = ——uy.
1 Y
. . 1
2. Etude de la surface S d’équation z = —Za:y

(a) On coupe S par le plan (zOy). Déterminer la section obtenue.

(b) On coupe S par un plan P paralléle au plan (zOvy).
Quelle est la nature de la section obtenue ?

(c) Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative
meéme infructueuse sera prise en considération dans [’évaluation.
On coupe S par le plan d’équation x +y = 0. Quelle est la nature de la section
obtenue ?

Inde, avril 2004
[’espace (E) est muni d’un repére orthonormal (O,;,j, E)
On considére les points A(0;5;5) et B(0;0;10).

1. Dans cette question, on se place dans le plan F, d’équation x = 0 rapporté au repére
(O:7,k).
On note % le cercle de centre B passant par A.

Démontrer que la droite (OA) est tangente au cercle €.

2. On nomme .¥ la sphére engendrée par la rotation du cercle € autour de l'axe (Oz)
et I" le cone engendré par la rotation de la droite (OA) autour de 'axe (Oz).

a) Démontrer que le cone I' admet pour équation 2% + y? = 22.
Yy

(b) Déterminer l'intersection du cone I et de la sphére ..
Préciser la nature de cette intersection et ses éléments caractéristiques.

(c) Tllustrer ces objets par un schéma dans ’espace.



3. On coupe le cone I' par le plan P; d’équation x = 1.
Dans P;, 'une des trois figures ci-dessous représente cette intersection.
Identifier cette figure en donnant les justifications nécessaires.

4. Soit M(z, y, z) un point du cone I' dont les coordonnées sont des entiers relatifs
non nuls. Démontrer que = et y ne peuvent pas étre simultanément impairs.

Figure 1 Figure 2 Figure 3

France métropolitaine, juin 2003

Les questions 3. et 4. sont indépendantes des questions 1. et 2. Seule I’équation de T
donnée en 1.C. intervient a la question 4.

1. L’espace est rapporté au repére orthonormal (O,;,j, E)
(a) Montrer que les plans P et ) d’équations respectives = + yV3 — 2z = 0 et
2x — z = 0 ne sont pas paralléles.
(b) Donner un systéme d’équations paramétriques de la droite A intersection des
plans P et Q).
(c) On consideére le cone de révolution I d’axe (Ox) contenant la droite A comme
génératrice. Montrer que I' pour équation cartésienne y? + 2% = 72,

2. On a représenté sur les deux figures ci-dessous les intersections de I' avec des plans
paralleles aux axes de coordonnées.
Determiner dans chaque cas une équation des plans possibles, en justifiant avec soin
votre réponse.

Figure 1 Figure 2

3. (a) Montrer que I'équation z* = 3 [7], dont Iinconnue z est un entier relatif, n’a

pas de solution.
(b) Montrer que pour tous entiers relatifs a et b, si 7 divise a® + b alors 7 divise a

et 7 divise b.

4. (a) Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Montrer la propriété suivante :
si le point A de coordonnées (a, b, ¢) est un point du cone I' alors a, b et ¢
sont divisibles par 7.



(b) En déduire que le seul point de I dont les coordonnées sont des entiers relatifs
est le sommet de ce cone.

Devoir maison 7

Pour chacune des six propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner
une démonstration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte aucun
point.

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O; i, ¥), on consid-
ére la similitude directe f d’écriture complexe

z»—)%(l—i)z+4—2i.
2

Proposition 1 : f = roh ou h est 'homothétie de rapport 3% et de centre le
point ) d’affixe —2 — 2 et ol 7 est la rotation de centre (2 et d’angle —7.

2. Pour tout entier naturel n non nul :
Proposition 2 : 5! 4 237+ et divisible par 5.
Proposition 3 : 57! 4 237+ et divisible par 7.

3. Dans le plan muni d’un repére, (D) est la droite d’équation 11x — 5y = 14.
Proposition 4 : les points de (D) & coordonnées entiéres sont les points de coor-
données (bk + 14 ; 11k + 28) ou k € Z.

-,

4. T’espace est rapporté a un repére orthonormal (O,;,j, k).

La surface X ci-contre a pour équation
2z =%+ y*

Proposition 5 : la section de la surface X et du plan d’équation x = A, ou \ est
un réel, est une hyperbole.

Proposition 6 : le plan d’équation z = gzﬁ partage le solide délimité par X et le
plan d’équation z = 9 en deux solides de méme volume.

Rappel : Soit V' le volume du solide délimité par 3 et les plans d’équations z = a et
z=bou0<a<bgl.

b
V' est donné par la formule V = / S (k) dk ou S(k) est Uaire de la section du

solide par le plan d’équation z =k ou k € [a, b).



