
Livret d'exer
i
es 10-11 TsChapitre VISimilitudes dire
tes6.1 Le plan est rapporté à un repère orthonormal dire
t (O; ~u;~v). On 
onsidère les points
A d'a�xe −4, B d'a�xe +4, E d'a�xe 4i, C et D tels que les quadrilatères AOEC et
BOED soient des 
arrés.1. Pla
er les points pré
édents dans le repère (O, ~u;~v) et donner les a�xes des points

C et D.2. Soit f la transformation du plan qui à tout point M d'a�xe z fait 
orrespondre lepoint M ′ d'a�xe z′ = (1 + i)z + 4 + 4i.a. Déterminer la nature et les éléments 
ara
téristiques de f .b. Pré
iser les points f(A) et f(O). Déterminer l'image par f de la droite (CA),et 
elle de la médiatri
e du segment [AO].
. Exprimer, pour tout point M d'a�xe z, l'a�xe des ve
teurs −−−→MM ′ et −−→MC enfon
tion de z. En déduire que MM ′ = MC et, pour M distin
t de C, montrerqu'une mesure de l'angle des ve
teurs (−−−→MM ′,
−−→
MC) est π

2
.d. Soit J le milieu du segment [EB] et I le milieu du segment [AO]. Déterminerl'image de J par la rotation de 
entre I et d'angle π

2
(on justi�era la réponse).6.2 Soit le repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v) du plan 
omplexe. Les points A, B, C sontdé�nis par leurs a�xes respe
tives : zA = 3− i

√
3 ; zB = 3 + i

√
3 ; zC = 2 +

√
3 + 3i.1. Faire la �gure en 
hoisissant pour unité graphique 2 
m. On pla
era l'origine sur lagau
he de la feuille.2. Prouver que OAB est un triangle équilatéral dire
t. Soit G le 
entre de gravité dutriangle OAB. Déterminer l'a�xe zG de G.Dans la suite de l'exer
i
e, on étudie deux isométries transformant le segment [OA]en [GC].3. Soient a et b deux nombres 
omplexes et R l'appli
ation qui au point M d'a�xe zasso
ie le point M ′ d'a�xe z′ tel que z′ = az + b.a. Déterminer a et b pour que R(O) = G et R(A) = C.b. Prouver que R est une rotation dont on déterminera le 
entre et l'angle.
. Prouver que les droites (OA) et (GC) sont perpendi
ulaires. Que peut-on diredes points G, B et C ?d. Construire, en justi�ant, l'image du triangle OAB par R.4. Soit a′ et b′ deux nombres 
omplexes et f l'appli
ation qui au point d'a�xe z asso
iele point M ′ d'a�xe z′ tel que z′ = a′z + b′.a. Déterminer a′ et b′ pour que f(O) = G et f(A) = C.b. Soit I le milieu du segment [OG]. Déterminer le point f(I). La transformation

f est-elle une ré�exion ?
. Construire en justi�ant l'image du triangle OAB par f .1



6.3 Inde, avril 2009Le plan 
omplexe est muni d'un repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v). On prendra pourunité graphique 2 
m. Soit A et B les points d'a�xes respe
tives zA = i et zB = 1 + 2i.1. Justi�er qu'il existe une unique similitude dire
te S telle que : S(O) = A et S(A) =B.2. Montrer que l'é
riture 
omplexe de S est : z′ = (1− i)z + i.Pré
iser les éléments 
ara
téristiques de S (on notera Ω le 
entre de S).On 
onsidère la suite de points (An) telle que :
• A0 est l'origine du repère et,
• pour tout entier naturel n,An+1 = S (An).On note zn, l'a�xe de An. (On a don
 A0 = O, A1 = A et A2 = B).3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, zn = 1− (1− i)n.b. Déterminer, en fon
tion de n, les a�xes des ve
teurs −−−−−−−→

ΩAn et −−−−−−−−−−−−−−−−→
AnAn+1.Comparer les normes de 
es ve
teurs et 
al
uler une mesure de l'angle (−−−−−−−→ΩAn,

−−−−−−−−−−−−−−−−→
AnAn+1

).
. En déduire une 
onstru
tion du point An+1 
onnaissant le point An.Construire les points A3 et A4.4. Quels sont les points de la suite (An) appartenant à la droite (ΩB) ?6.4 Fran
e métropolitaine, juin 2008Le plan est rapporté à un repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v).Soient A et B les points d'a�xes respe
tives zA = 1− i et zB = 7 + 7

2
i.1. On 
onsidère la droite (d) d'équation 4x+ 3y = 1.Démontrer que l'ensemble des points de (d) dont les 
oordonnées sont entières estl'ensemble des points Mk(3k + 1,−4k − 1) lorsque k dé
rit l'ensemble des entiersrelatifs.2. Déterminer l'angle et le rapport de la similitude dire
te de 
entre A qui transforme

B en M−1(−2; 3).3. Soit s la transformation du plan qui à tout point M d'a�xe z asso
ie le point M ′d'a�xe
z′ =

2

3
iz +

1

3
− 5

3
i.Déterminer l'image de A par s, puis donner la nature et les éléments 
ara
téristiquesde s.4. On note B1 l'image de B par s et pour tout entier naturel n non nul, Bn+1 l'imagede Bn par s.a. Déterminer la longueur ABn+1 en fon
tion de ABn.b. À partir de quel entier n le point Bn, appartient t-il au disque de 
entre A etde rayon 10−2 ?
. Déterminer l'ensemble des entiers n pour lesquels A, B1 et Bn sont alignés.6.5 Inde, avril 2008 Partie A2



On suppose 
onnu le résultat suivant :Une appli
ation f du plan muni d'un repère orthonormal dire
t dans lui-même est unesimilitude dire
te si et seulement si f admet une é
riture 
omplexe de la forme z′ = az+b,où a ∈ C∗ et b ∈ C.Démonstration de 
ours : on se pla
e dans le plan 
omplexe. Démontrer que si A,B,A′ et
B′ sont quatre points tels que A est distin
t de B et A′ est distin
t de B′, alors il existeune unique similitude dire
te transformant A en A′ et B en B′.Partie BDans le plan 
omplexe muni d'un repère orthonomal dire
t (O; ~u,~v)on 
onsidère les points
A, B, C, D d'a�xes respe
tives

zA = −
√
3− i, zB = 1− i

√
3, zC =

√
3 + i et zD = −1 + i

√
3.1. a. Donner le module et un argument de 
ha
un des quatre nombres 
omplexes

zA, zB, zC et zD.b. Construire à la règle et au 
ompas les points A, B, C et D (on prendra pourunité graphique 2 
m).
. Déterminer le milieu du segment [AC], 
elui du segment [BD]. Cal
uler lequotient zB

zA
. En déduire la nature du quadrilatère ABCD.2. On 
onsidère la similitude dire
te g dont l'é
riture 
omplexe est z′ = e−i

π

3 z + 2.a. Déterminer les éléments 
ara
téristiques de g.b. Construire à la règle et au 
ompas les images respe
tives E, F et J par g despoints A, C et O.
. Que 
onstate-t-on 
on
ernant 
es points E, F et J ? Le démontrer.6.6 Amérique du Nord, mai 2007Le plan 
omplexe est muni d'un repère orthonormal (O; ~u,~v) (unité graphique : 1 
m).On fera une �gure que l'on 
omplétera tout au long de 
et exer
i
e.Soient A, B et C les points d'a�xes respe
tives a = 3 + 5i, b = −4 + 2i et c = 1 + 4i.Soit f la transformation du plan dans lui-même qui, à tout point M d'a�xe z, asso
ie lepoint M ′ d'a�xe z′ dé�nie par z′ = (2− 2i)z + 1.1. Déterminer la nature et les éléments 
ara
téristiques de f .2. a. Déterminer l'a�xe du point B′ image du point B par f .b. Montrer que les droites (CB′) et (CA) sont orthogonales.3. Soit M le point d'a�xe z = x + iy , où on suppose que x et y sont des entiersrelatifs.Soit M ′ l' image de M par f .Montrer que les ve
teurs −−−−−−−−→
CM ′ et −−−−−→

CA sont orthogonaux si et seulement si x+3y = 2.4. On 
onsidère l'équation (E) : x+ 3y = 2, où x et y sont des entiers relatifs.a. Véri�er que le 
ouple (−4; 2) est une solution de (E).b. Résoudre l'équation (E). 3




. En déduire l'ensemble des points M dont les 
oordonnées sont des entiersappartenant à l'intervalle [−5 ; 5] et tels que les ve
teurs −−−−−−−−→
CM ′ et −−−−→CA soientorthogonaux.Pla
er 
es points sur la �gure.6.7 La Réunion, juin 2006

ABCD est un 
arré tel que (
−−−−−→
AB,

−−−−−→
AD) = +π

2
. Soit I le 
entre du 
arré ABCD. Soit J lemilieu du segment [CD]. On désigne par s la similitude dire
te qui transforme A en I et

B en J .Le but de l'exer
i
e est d'étudier 
ertaines propriétés de la similitude s. Dans la partieA on utilisera des raisonnements géométriques ; dans la partie B on utilisera les nombres
omplexes. Partie A1. Déterminer le rapport et l'angle de la similitude s.2. On désigne par Ω le 
entre de 
ette similitude. Γ1 est le 
er
le de diamètre [AI], Γ2est le 
er
le de diamètre [BJ ]. Démontrer que Ω est l'un des points d'interse
tionde Γ1 et Γ2. Pla
er Ω sur la �gure.3. Donner l'image par s de la droite (BC). En déduire le point image par s du point
C, puis le point K image par s du point I.4. On pose h = s ◦ s (
omposée de s ave
 elle-même).a. Donner la nature de la transformation h (pré
iser ses éléments 
ara
téristiques).b. Trouver l'image du point A par h. En déduire que les points A, Ω et K sontalignés. Partie BLe plan 
omplexe est rapporté à un repère (A;→u,→v ) orthonormal dire
t, 
hoisi de manièreà 
e que les points A, B, C et D aient 
omme a�xes respe
tives 0, 2 , 2 + 2i et 2i.1. Démontrer que l'é
riture 
omplexe de la similitude est z′ = 1

2
iz + 1 + i.2. Cal
uler l'a�xe du point Ω.3. Cal
uler l'a�xe du point E tel que s(E) = A. Pla
er le point E sur la �gure.6.8 Fran
e, septembre 2008 Le plan 
omplexe est rapporté au repère orthonormal dire
t

(O; ~u,~v).On réalisera une �gure en prenant 4 
m 
omme unité graphique sur 
haque axe.On 
onsidère le point A d'a�xe zA = 1.Partie A
k est un réel stri
tement positif ; f est la similitude dire
te de 
entre O de rapport k etd'angle π

3
.On note A0 = A et pour tout entier naturel n, An+1 = f (An).1. a. Étant donné un point M d'a�xe z, déterminer en fon
tion de z l'a�xe z′ dupoint M ′ image de M par f . 4



b. Construire les points A0, A1, A2 et A3 dans le 
as parti
ulier où k est égal à 1

2
.2. a. Démontrer par ré
urren
e que pour tout entier n, l'a�xe zn du point An estégale à kne inπ

3 .b. En déduire les valeurs de n pour lesquelles le point An appartient à la demidroite [O ; →
u
) et, dans 
e 
as, déterminer en fon
tion de k et de n l'abs
issede An. Partie BDans 
ette partie toute tra
e de re
her
he, même in
omplète, sera prise en 
ompte dansl'évaluation.Désormais, k désigne un entier naturel non nul.1. Donner la dé
omposition en fa
teurs premiers de 2008.2. Déterminer, en expliquant la méthode 
hoisie, la plus petite valeur de l'entier naturel

k pour laquelle k6 est un multiple de 2008.3. Pour quelles valeurs des entiers n et k le point An appartient-il à la demi droite[
O ; →

u
) ave
 pour abs
isse un nombre entier multiple de 2008 ?6.9 Asie, juin 2005Le but de 
et exer
i
e est d'étudier les similitudes dire
tes qui transforment l'ensemble S1des sommets d'un 
arré C1 donné en l'ensemble S2 des sommets d'un 
arré C2 donné.Le plan 
omplexe est rapporté à un repère orthonormal dire
t R = (O; ~u,~v), unitégraphique 2 
m.On 
onsidère les points A, B, C, D, E, F , G, H d'a�xes respe
tives

− i

2
, 1− i

2
, 1 +

i

2
,
i

2
, 1− i, 3− i, 3 + i, 1 + i.

C1 est le 
arré de sommets A, B, C, D et de 
entre O1, C2 est le 
arré de sommet E, F
G, H de 
entre O2. S1 est don
 l'ensemble {A,B,C,D} et S2 l'ensemble {E, F,G,H}.1. Pla
er tous les points dans le repère R, 
onstruire les 
arrés C1 et C2.2. Soit h l'homothétie de 
entre Ω d'a�xe −1 et de rapport 2. Donner l'é
riture 
om-plexe de h et prouver que h transforme S1 en S2.3. Soit s une similitude dire
te qui transforme S1 en S2 et soit g la transformation

g = h−1 ◦ s.a. Quel est le rapport de la similitude s ?b. Prouver que g est une isométrie qui laisse S1 globalement invariant.
. Démontrer que g(O1) = O1.d. En déduire que g est l'une des transformations suivantes : l'identité, la rotation
r1 de 
entre O1 et d'angle π

2
, la rotation r2 de 
entre O1 et d'angle π, la rotation

r3 de 
entre O1 et d'angle −π

2
.e. En déduire les quatre similitudes dire
tes qui transforment S1 en S2.4. Étude des 
entres de 
es similitudes.a. Déterminer les é
ritures 
omplexes de h ◦ r1, h ◦ r2, h ◦ r3.5



b. En déduire les 
entres Ω1, Ω2, Ω3 de 
es similitudes et les pla
er sur le dessin.6.10 Antilles-Guyane, juin 2004Dans le plan orienté, on 
onsidère un 
arré dire
t ABCD de 
entre O. Soit P un pointdu segment [BC] distin
t de B. On note Q l'interse
tion de (AP ) ave
 (CD). La perpen-di
ulaire δ à (AP ) passant par A 
oupe (BC) en R et (CD) en S.1. Faire une �gure.2. Soit r la rotation de 
entre A et d'angle π

2
.a. Pré
isez, en justi�ant votre réponse, l'image de la droite (BC) par la rotation

r.b. Déterminez les images de R et de P par r.
. Quelle est la nature de 
ha
un des triangles ARQ et APS ?3. On noteN le milieu du segment [PS] etM 
elui du segment [QR℄. Soit s la similitudede 
entre A, d'angle π

4
et de rapport 1√

2
.a. Déterminez les images respe
tives de R et de P par s.b. Quel est le lieu géométrique du point N quand P dé
rit le segment [BC] privéde B ?
. Démontrez que les points M , B, N et D sont alignés.6.11 Amérique du Nord, juin 2003Dans le plan 
omplexe rapporté à un repère orthonormé (O; ~u,~v), d'unité graphique 1
m, on 
onsidère les points A0, A1, A2 d'a�xes respe
tives z0 = 5 − 4i, z1 = −1 − 4i,

z2 = −4− i.1. a. Justi�er l'existen
e d'une unique similitude dire
te S telle que S(A0) = A1et S(A1) = A2.b. Établir que l'é
riture 
omplexe de S est z′ = 1− i

2
z +

−3 + i

2
.
. En déduire le rapport, l'angle et l'a�xe ω du 
entre Ω de la similitude S.d. On 
onsidère un point M , d'a�xe z ave
 z 6= 0, et son image M ′, d'a�xe z′.Véri�er la relation : ω−z′ = i(z−z′) ; en déduire la nature du triangle ΩMM ′.2. Pour tout entier naturel n, le point An+1, est dé�ni par An+1 = S(An) et on pose

un = AnAn+1.a. Pla
er les pointsA0, A1, A2 et 
onstruire géométriquement les points A3, A4, A5, A6.b. Démontrer que la suite (un) est géométrique.3. La suite (vn) est dé�nie sur N par vn = u0 + u1 + · · ·+ un =
n∑

k=0

uk.a. Exprimer vn en fon
tion de n.b. La suite (vn) est-elle 
onvergente ?4. a. Cal
uler en fon
tion de n le rayon rn du 
er
le 
ir
ons
rit au triangle ΩAnAn+1.b. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout entier naturel n :si n > p alors rn < 10−2. 6



6.12 La Réunion, juin 2003Le plan est rapporté à un repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v). On prendra 1
m pour unitégraphique.On 
onsidère l'appli
ation f du plan dans lui-même qui, à tout point M d'a�xe z asso
iele point M ′ d'a�xe z′ telle que :
z′ = −

(√
3 + i

)
z − 1 + i

(
1 +

√
3
)
.1. Montrer que f est une similitude dire
te dont le 
entre Ω a pour a�xe i. En déter-miner le rapport et l'angle.2. Soit M0 le point d'a�xe z0 =

√
3

4
+

3

4
i.Cal
uler ΩM0 et donner une mesure en radians de l'angle ûΩM0.3. On 
onsidère la suite de points (Mn)n>0, dé�nie pour tout entier naturel n par

Mn+1 = f(Mn). On note zn l'a�xe du point Mn.a. Pla
er les points Ω, M0, M1, M2, M3 et M4.b. Monter par ré
urren
e, pour tout entier naturel n, l'égalité :
zn − i = 2nei

7nπ

6 (z0 − i) .
. Pour tout entier naturel n, 
al
uler ΩMn, puis déterminer le plus petit entier
n tel que ΩMn > 102.4. a. On 
onsidère l'équation (E) : 7x− 12y = 1 où x et y sont deux entiers relatifs.Après avoir véri�é que le 
ouple (−5 ; −3) est solution, résoudre l'équation(E).b. Soit∆ l'ensemble des pointsM du plan d'a�xe z telle que Im(z)=1 et Re(z)=0.Cara
tériser géométriquement ∆ et le représenter.Déterminer l'ensemble des entiers naturels n tels queMn appartienne à la demi-droite d'origine Ω dirigée par le ve
teur →

u. Pré
iser son plus petit élément.6.13 Devoir maison 6Le plan est muni d'un repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v) (unité graphique : 4 
m).SoitΩ le point d'a�xe 2. On appelle r la rotation de 
entre Ω et d'angle π

4
et h l'homothétiede 
entre Ω et de rapport √

2

2
.1. On pose σ = h ◦ r.a. Quelle est la nature de la transformation σ ? Pré
iser ses éléments 
ara
téris-tiques.b. Montrer que l'é
riture 
omplexe de σ est : z 7−→ 1 + i

2
z + 1− i.
. Soit M un point quel
onque du plan d'a�xe z. On désigne par M ′ son imagepar σ et on note z′ l'a�xe de M ′. Montrer que z − z′ = i (2− z′).2. a. Question de 
oursPrérequis : dé�nitions géométriques du module d'un nombre 
omplexe et d'unargument d'un nombre 
omplexe non nul. Propriétés algébriques des moduleset des arguments.Démontrer que : si A est un point donné d'a�xe a, alors l'image du point Pd'a�xe p par la rotation de 
entre A et d'angle π

2
est le point Q d'a�xe q telleque q − a = i(p− a). 7



b. Déduire des questions pré
édentes la nature du triangleΩMM ′, pour tout point
M distin
t de Q.3. Soit A0 le point d'a�xe 2 + i.On 
onsidère la suite (An) de points du plan dé�nis par :pour tout entier naturel n, An+1 = σ (An) .a. Montrer que, pour tout entier naturel n, l'a�xe an de An est donnée par :

an =

(√
2

2

)n

ei
(n+2)π

4 + 2.b. Déterminer l'a�xe de A5.4. Déterminer le plus petit entier n0 tel que l'on ait :pour n > n0, le point An est dans le disque de 
entre Ω et de rayon 0, 01.6.14 Devoir maison 6Le plan 
omplexe est rapporté au repère orthonormal dire
t (O; ~u,~v).On réalisera une �gure en prenant 4 
m 
omme unité graphique sur 
haque axe.On 
onsidère le point A d'a�xe zA = 1.Partie A
k est un réel stri
tement positif ; f est la similitude dire
te de 
entre O de rapport k etd'angle π

3
.On note A0 = A et pour tout entier naturel n, An+1 = f (An).1. a. Étant donné un point M d'a�xe z, déterminer en fon
tion de z l'a�xe z′ dupoint M ′ image de M par f .b. Construire les points A0, A1, A2 et A3 dans le 
as parti
ulier où k est égal à 1

2
.2. a. Démontrer par ré
urren
e que pour tout entier n, l'a�xe zn du point An estégale à kne inπ

3 .b. En déduire les valeurs de n pour lesquelles le point An appartient à la demidroite [O ; →
u
) et, dans 
e 
as, déterminer en fon
tion de k et de n l'abs
issede An. Partie BDans 
ette partie toute tra
e de re
her
he, même in
omplète, sera prise en 
ompte dansl'évaluation.Désormais, k désigne un entier naturel non nul.1. Donner la dé
omposition en fa
teurs premiers de 2008.2. Déterminer, en expliquant la méthode 
hoisie, la plus petite valeur de l'entier naturel

k pour laquelle k6 est un multiple de 2008.3. Pour quelles valeurs des entiers n et k le point An appartient-il à la demi droite[
O ; →

u
) ave
 pour abs
isse un nombre entier multiple de 2008 ?8


