
Livret d’exercices 10-11 Terminale S

Chapitre IIINombres premiers entre euxThéorèmes de Bézout et Gauss
3.1 Donner quelques exemples de nombres premiers entre eux, en démontrant ettepropriété par l'algorithme d'Eulide.
3.2 On dit que b est un inverse de a modulo n si ab ≡ 1[n].1. Prouver que 2 n'a pas d'inverse modulo 6.2. Déterminer les entiers n tels que 2 ait un inverse modulo n.
3.3 Les théorèmes de Bezout et Gauss sont notamment utilisés pour la résolution deséquations diophantiennes. Nous allons voir dans et exerie un exemple de la méthodeutilisée pour e type d'équations.1. (a) Utiliser l'algorithme d'Eulide pour déterminer d, le PGCD de 24 et 17.(b) L'équation 24x+ 17y = 1 admet-elle des solutions dans Z ?() Utiliser les di�érentes étapes de l'algorithme d'Eulide de la question 1.a. pourexprimer haun des restes suessifs en tant que ombinaison linéaire de 24 et17.(d) Déduire de la question préédente deux entiers u0 et v0 tels que 24u0+17v0 = 1.Le ouple (u0, v0) est appelé solution partiulière de l'équation

24x+ 17y = 1.2. Soit (u, v) une autre ouple solution de l'équation 24x+ 17y = 1.(a) Prouver que 24(u0 − u) = 17(v − v0).(b) Utiliser le théorème de Gauss pour prouver qu'il existe un entier k tel que
v = v0 + 24k.() Utiliser les questions préédentes pour prouver que u = u0 − 17k.(d) Véri�er que tous les ouples (u0 − 17k, v0 + 24k), où k est un entier, sontsolutions de l'équation 24x+ 17y = 1.

3.4 On se propose de déterminer les entiers relatifs x véri�ant le système de ongruene :
{

x ≡ 3 mod 11
x ≡ 4 mod 151. Montrer que la résolution de e système se ramène a résoudre dans Z×Z l'équation

11u+ 15v = 1.2. Résoudre ette équation et en déduire les solutions du système.1



3.5 Soit N∗ l'ensemble des entiers naturels non nuls. On onsidère, lorsque n appartientà N∗, les deux entiers a et b dé�nis par a = 11n+ 3 et b = 13n− 1.1. Démontrer que tout diviseur ommun de a et b est un diviseur de 50.2. Résoudre, pour x appartenant àN∗ et y appartenant àN∗, l'équation 50x−11y = 3.En déduire les valeurs de n pour lesquelles les nombres a et b ont 50 pour PGCD.3. Pour quelles valeurs de n les nombres a et b ont-ils 25 pour PGCD?
3.6 Amérique du Nord 4 juin 2009Soit A l'ensemble des entiers naturels de l'intervalle [1 ; 46].1. On onsidère l'équation

(E) : 23x+ 47y = 1où x et y sont des entiers relatifs.(a) Donner une solution partiulière (x0, y0) de (E).(b) Déterminer l'ensemble des ouples (x, y) solutions de (E).() En déduire qu'il existe un unique entier x appartenant à A tel que 23x ≡
1 (47).2. Soient a et b deux entiers relatifs.(a) Montrer que si ab ≡ 0 (47) alors a ≡ 0 (47)) ou b ≡ 0 (47).(b) En déduire que si a2 ≡ 1 (47) alors a ≡ 1 (47) ou a a ≡ −1 (47).3. (a) Montrer que pour tout entier p de A, il existe un entier relatif q tel que p× q ≡
1 (47).Pour la suite, on admet que pour tout entier p de A, il existe un unique entier,noté inv(p), appartenant à A tel que p× inv(p) ≡ 1 (47).Par exemple :inv(1) = 1 ar 1× 1 ≡ 1 (47), inv(2) = 24 ar 2× 24 ≡ 1 (47), inv(3) = 16ar 3× 16 ≡ 1 (47).(b) Quels sont les entiers p de A qui véri�ent p = inv(p) ?() Montrer que 46! ≡ −1 (47).

3.7 Asie, juin 20091. On se propose, dans ette question, de déterminer tous les entiers relatifs N tels que
{

N ≡ 5 (13)
N ≡ 1 (17)(a) Véri�er que 239 est solution de e système.(b) Soit N un entier relatif solution de e système.Démontrer que N peut s'érire sous la forme N = 1+ 17x = 5+ 13y où x et ysont deux entiers relatifs véri�ant la relation 17x− 13y = 4.() Résoudre l'équation 17x− 13y = 4 où x et y sont des entiers relatifs.(d) En déduire qu'il existe un entier relatif k tel que N = 18 + 221k.(e) Démontrer l'équivalene entre N ≡ 18 (221) et { N ≡ 5 (13)

N ≡ 1 (17)
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2. Dans ette question, toute trae de reherhe, même inomplète, ou d'initiative,même infruxtueuse, sera prise en ompte dans l'évaluation.(a) Existe-t-il un entier naturel k tel que 10k ≡ 1 (17) ?(b) Existe-t-il un entier naturel l tel que 10l ≡ 18 (221) ?
3.8 Liban, juin 2009Le but de l'exerie est de montrer qu'il existe un entier naturel n dont l'ériture déimaledu ube se termine par 2009, 'est-à-dire tel que n3 ≡ 2009 mod 10000.

Partie A1. Déterminer le reste de la division eulidienne de 20092 par 16.2. En déduire que 20098001 ≡ 2009 mod 16.
Partie BOn onsidère la suite (un) dé�nie sur N par :

u0 = 20092 − 1 et, pour tout entier naturel n, un+1 = (un + 1)5 − 1.1. (a) Démontrer que u0 est divisible par 5.(b) Démontrer, en utilisant la formule du bin�me de Newton, que pour tout entiernaturel n,
un+1 = un

[

un
4 + 5

(

un
3 + 2un

2 + 2un + 1
)]

.() Démontrer par réurrene que, pour tout entier naturel n, un est divisible par
5n+1.2. (a) Véri�er que u3 = 2009250 − 1 puis en déduire que 2009250 ≡ 1 mod 625.(b) Démontrer alors que 20098001 ≡ 2009 mod 625.

Partie C1. En utilisant le théorème de Gauss et les résultats établis dans les questions préé-dentes, montrer que 20098001 − 2009 est divisible par 10000.2. Conlure, 'est-à-dire déterminer un entier naturel dont l'ériture déimale du ubese termine par 2009.
3.9 Asie, juin 2008Soit a et b deux entiers naturels non nuls ; on appelle réseau assoié aux entiers a et bl'ensemble des points du plan, muni d'un repère orthogonal, dont les oordonnées (x; y)sont des entiers véri�ant les onditions : 0 6 x 6 a et 0 6 y 6 b. On note Ra,b e réseau.Le but de l'exerie est de relier ertaines propriétés arithmétiques des entiers x et y àdes propriétés géométriques des points orrespondants du réseau.

Partie A – Représentation graphique de quelques ensemblesDans ette question, les réponses sont attendues sans expliation, sous la forme d'ungraphique qui sera dûment omplété sur la feuille annexe 1 à rendre ave la opie.Représenter graphiquement les points M(x; y) du réseau R8,8 véri�ant :3



1. x ≡ 2 (modulo 3) et y ≡ 1 (modulo 3), sur le graphique 1 de la feuille annexe2. x+ y ≡ 1 (modulo 3), sur le graphique 2 de la feuille annexe ;3. x ≡ y (modulo 3), sur le graphique 3 de la feuille annexe.
Partie B – Résolution d’une équationOn onsidère l'équation (E) : 7x−4y = 1, où les inonnues x et y sont des entiers relatifs.1. Déterminer un ouple d'entiers relatifs (x0; y0) solution de l'équation (E).2. Déterminer l'ensemble des ouples d'entiers relatifs solutions de l'équation (E).3. Démontrer que l'équation (E) admet une unique solution (x; y) pour laquelle le point

M(x; y) orrespondant appartient au réseau R4,7.
Partie C – Une propriété des points situés sur la diagonale du réseau.Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on onsidère la diagonale [OA] du réseau

Ra,b, ave O(0; 0) et A(a; b).1. Démontrer que les points du segment [OA] sont aratérisés par les onditions :
0 6 x 6 a ; 0 6 y 6 b ; ay = bx.2. Démonter que si a et b sont premiers entre eux, alors les points O et A sont les seulspoints du segment [OA] appartenant au réseau Ra,b.3. Démontrer que si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors le segment [OA]ontient au moins un autre point du réseau.(On pourra onsidérer le pgd d des nombres a et b et poser a = da′ et b = db′.)

3.10 Antilles-Guyane, septembre 2003Soit l'équation (1) d'inonnue rationnelle x :
78x3 + ux2 + vx− 14 = 0.où u et v sont des entiers relatifs.1. On suppose dans ette question que 14

39
est solution de l'équation (1).(a) Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation 14x+39y = 1129.(b) Utiliser l'algorithme d'Eulide, en détaillant les diverses étapes du alul, pourtrouver un ouple (x ; y) d'entiers relatifs véri�ant l'équation 14x+ 39y = 1.() En déduire un ouple (u0 ; v0) solution partiulière de l'équation 14u+ 39v =

1129.Donner la solution générale de ette équation 'est-à-dire l'ensemble des ouples
(u ; v) d'entiers relatifs qui la véri�ent.(d) Déterminer, parmi les ouples (u ; v) préédents, elui pour lequel le nombre
u est l'entier naturel le plus petit possible.2. (a) Déomposer 78 et 14 en fateurs premiers.En déduire, dans N, l'ensemble des diviseurs de 78 et l'ensemble des diviseursde 14.http://lyeeenligne.free.fr/spip/ 4
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(b) Soit p

q
une solution rationnelle de l'équation (1) d'inonnue x :

78x3 + ux2 + vx− 14 = 0où u et v sont des entiers relatifs.Montrer que si p et q sont des entiers relatifs premiers entre eux, alors p divise14 et q divise 78.() En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant être solutions del'équation (1) et érire, parmi es rationnels, l'ensemble de eux qui sont posi-tifs.
3.11 Polynésie, juin 2006Pour haune des inq propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donnerune démonstration de la réponse hoisie. Une réponse non démontrée ne rapporte auunpoint.1. � pour tout entier naturel n, 3 divise le nombre 22n − 1. �2. � Si un entier relatif x est solution de l'équation x2 + x ≡ 0 (modulo 6) alors

x ≡ 0 (modulo 3). �3. � l'ensemble des ouples d'entiers relatifs (x ; y) solutions de l'équation 12x−5y = 3est l'ensemble des ouples (4 + 10k ; 9 + 24k) où k ∈ Z. �4. � il existe un seul ouple (a ; b) de nombres entiers naturels, tel que a < b etPPCM(a, b)− PGCD(a, b) = 1. �Deux entiers naturels M et N sont tels que M a pour ériture abc en base dix et N apour ériture bca en base dix.5. � Si l'entier M est divisible par 27 alors l'entier M −N est aussi divisible par 27. �
3.12 Antilles-Guyane, juin 20031. (a) Caluler : (1 +√

6
)2

,
(

1 +
√
6
)4

,
(

1 +
√
6
)6.(b) Appliquer l'algorithme d'Eulide à 847 et 342. Que peut-on en déduire ?2. Soit n un entier naturel non nul. On note a et b les entiers naturels tels que :

(

1 +
√
6
)n

= an + bn
√
6.Que valent a1 et b1 ?D'après les aluls de la question 1.a., donner d'autres valeurs de an et bn.(a) Caluler an+1 et bn+1 en fontion de an et bn.(b) Démontrer que, si 5 ne divise pas an + bn, alors 5 ne divise pas non plus

an+1 + bn+1.En déduire que, quel que soit n entier naturel non nul, 5 ne divise pas an + bn.() Démontrer que, si an et bn sont premiers entre eux, alors an+1 et bn+1 sontpremiers entre eux.En déduire que, quel que soit n entier naturel non nul, an et bn sont premiersentre eux. 5



3.13 Liban, mai 2003Les suites d'entiers naturels (xn) et (yn) sont dé�nies sur N par :
x0 = 3 et xn+1 = 2xn − 1
y0 = 1 et yn+1 = 2yn + 3.1. Démontrer par reurrene que pour tout entier naturel n, xn = 2n+1 + 1.2. (a) Caluler le pgd de x8 et x9, puis elui de x2002 et x2003. Que peut-on en déduirepour x8 et x9 d'une part, pour x2002 et x2003 d'autre part ?(b) xn et xn+1 sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel n ?3. (a) Démontrer que pour tout entier naturel n, 2xn − yn = 5.(b) Exprimer yn en fontion de n.() En utilisant les ongruenes modulo 5, étudier suivant les valeurs de l'entiernaturel p le reste de la division eulidienne de 2p par 5.(d) On note dn le pgd de xn et yn pour tout entier naturel n.Démontrer que l'on a dn = 1 ou dn = 5 ; en déduire l'ensemble des entiersnaturels n tels que xn et yn soient premiers entre eux.

3.14 Nouvelle Calédonie, novembre 2002On onsidère deux entiers naturels, non nuls, x et y premiers entre eux.On pose S = x+ y et P = xy.1. (a) Démontrer que x et S sont premiers entre eux, de même que y et S.(b) En déduire que S = x+ y et P = xy sont premiers entre eux.() Démontrer que les nombres S et P sont de parités di�érentes (l'un pair, l'autreimpair).2. Déterminer les diviseurs positifs de 84 et les ranger par ordre roissant.3. Trouver les nombres premiers entre eux x et y tels que : SP = 84.4. Déterminer les deux entiers naturels a et b véri�ant les onditions suivantes :
{

a+ b = 84
ab = d3

ave d = pgd(a; b)(On pourra poser a = dx et b = dy ave x et y premiers entre eux)
3.15 Polynésie, juin 2002
n est un entier naturel supérieur ou égal à 2.1. Montrer que n et 2n+ 1 sont premiers entre eux.2. On pose α = n+ 3 et β = 2n+ 1 et on note δ le PGCD de α et β.(a) Caluler 2α− β et en déduire les valeurs possibles de δ.(b) Démontrer que α et β sont multiples de 5 si et seulement si (n−2) est multiplede 5.3. On onsidère les nombres a et b dé�nis par :

a = n3 + 2n2 − 3n
b = 2n2 − n− 1Montrer, après fatorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par (n−1).http://lyeeenligne.free.fr/spip/ 6
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4. (a) On note d le PGCD de n(n + 3) et de (2n + 1). Montrer que δ divise d, puisque δ = d.(b) En déduire le PGCD, ∆, de a et b en fontion de n.() Appliation :Déterminer ∆ pour n = 2001 ;Déterminer ∆ pour n = 2002.
3.16 Polynésie, septembre 2003On désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal à 7.Le but de l'exerie est de démontrer que l'entier naturel n = p4 − 1 est divisible par 240,puis d'appliquer e résultat.1. Montrer que p est ongru à −1 ou à 1 modulo 3.En déduire que n est divisible par 3.2. En remarquant que p est impair, prouver qu'il existe un entier naturel k tel que

p2 − 1 = 4k(k + 1), puis que n est divisible par 16.3. En onsidérant tous les restes possibles de la division eulidienne de p par 5, dé-montrer que 5 divise n.4. (a) Soient a, b et c trois entiers naturels. Démontrer que si a divise c et b divise c,ave a et b premiers entre eux, alors ab divise c.(b) Déduire de e qui préède que 240 divise n.5. Existe-t-il quinze nombres premiers p1, p2, ..., p15 supérieurs ou égaux à 7 tels quel'entier A = p41 + p42 + ...+ p415 soit un nombre premier ?
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3.17 Devoir maison 3, exerie 1/21. Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :
(x− 1)

(

1 + x+ x2 + · · ·+ xk−1
)

= xk − 1.Dans toute la suite de l'exerie, on onsidère un nombre entier a supérieur ou égalà 2.2. (a) Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : n = dk.Montrer que ad − 1 est un diviseur de an − 1.(b) Déduire de la question préédente que 22004 − 1 est divisible par 7, par 63 puispar 9.3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur pgd.(a) On dé�nit m′ et n′ par m = dm′ et n = dn′. En appliquant le théorème deBezout à m′ et n′, montrer qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que :
mu− nv = d.(b) On suppose u et v stritement positifs.Montrer que : (amu − 1)− (anv − 1) ad = ad − 1.Montrer ensuite que ad − 1 est le pgd de amu − 1 et de anv − 1.() Caluler, en utilisant le résultat préédent, le pgd de 263 − 1 et de 260 − 1.

3.18 Devoir maison 3, exerie 2/21. On onsidère l'équation
(E) : 17x− 24y = 9,où (x, y) est un ouple d'entiers relatifs.(a) Véri�er que le ouple (9; 6) est solution de l'équation (E).(b) Résoudre l'équation (E).2. Dans une fête foraine, Jean s'installe dans un manège irulaire représenté par leshéma donné en annexe. Il peut s'installer sur l'un des huit points indiqués sur leerle.Le manège omporte un jeu qui onsiste à attraper un pompon qui, se déplae surun âble formant un arré dans lequel est insrit le erle. Le manège tourne dans lesens des aiguilles d'une montre, à vitesse onstante. Il fait un tour en 24 seondes.Le pompon se déplae dans le même sens à vitesse onstante. Il fait un tour en 17seondes.Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu'aux points deontat qui sont notés A, B, C et D sur le dessin.A l'instant t = 0, Jean part du point H en même temps que le pompon part dupoint A.(a) On suppose qu'à un ertain instant t Jean attrape le pompon en A. Jean adéjà pu passer un ertain nombre de fois en A sans y trouver le pompon. Al'instant t, on note y le nombre de tours e�etués depuis son premier passageen A et x le nombre de tours e�etués par le pompon. Montrer que (x, y) estsolution de l'équation (E) de la question 1.(b) Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d'attraper le pompon ?http://lyeeenligne.free.fr/spip/ 8
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() Montrer, qu'en fait, il n'est possible d'attraper le pompon qu'au point A.(d) Jean part maintenant du point E. Aura-t-il le temps d'attraper le pompon enA avant les deux minutes ?E A F
D B

H GC
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