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Chapitre1 Divisibilité dans Z1 Diviseurs et multiplesL'ensemble Z des entiers relatifs est stable par addition, soustra
tion et multipli
ation,
'est à dire que 
ha
une de 
es opérations, appliquée à deux entiers relatifs, donne unentier relatif. Ce n'est pas le 
as pour la division. On trouve sans di�
ulté des exemplesde divisions d'entiers donnant des résultats non entiers. Les divisions restant dans le 
adrede l'ensemble Z ont de 
e fait un intérêt parti
ulier.
Définition 1 Diviseur – Multiple

Soient a et b deux nombres entiers relatifs non nuls. On dit que a est divisible par b si il
existe un entier relatif c tel que a = bc. On dit alors que b est un diviseur de a et que a

est un multiple de b.Exemple : 12 est divisible par 3 ; 3 est un diviseur de 12 ; 12 est un multiple de 3.
Proposition 1

Soient a et b deux entiers tels que a est divisible par b. Alors,

1. L’entier a est divisible par −b.

2. Les nombres a et b vérifient |b| 6 |a|.
3. Si d’autre part b est divisible par a, alors a = b ou a = −b.

4. Si k est un entier quelconque non nul, alors bk divise ak.

5. Si d est un entier qui divise b, alors d divise a. On dit que la relation de divisibilité est
transitive.Preuve. Par dé�nition, le fait que a soit divisible par b signi�e qu'il existe un entier relatif c telque a = bc.

1. Sa
hant que a = bc, il est 
lair que a = (−b)(−c) don
 a est divisible par −b.
2. Par dé�nition, 1 6 |c| don
 |b| 6 |bc|, 
'est à dire |b| 6 |a|.
3. D'après la propriété démontrée pré
édemment, si b divise a et a divise b alors on a à lafois |b| 6 |a| et |a| 6 |b|, don
 |a| = |b|. Ce
i signi�e que soit a = b, soit a = −b.
4. On sait que a = bc, don
 ak = (bc)k = (bk)c, 
e qui prouve que bk divise ak.
5. Si d divise b, alors il existe un entier c′ tel que b = dc′. On en déduit que a = bc = dc′c etdon
 que d divise a.

Proposition 2 Linéarité de la divisibilité

Si un entier b divise deux entiers a et a′, alors b divise toute combinaison linéaire de a et
a′, c’est à dire tout entier de la forme au+ a′v, où u et v sont deux entiers quelconques.
En particulier, b divise a+ a′ et a− a′.Exemple : 12 divise 24 et 36 don
, sans faire de 
al
ul, on sait que 12 divise 5∗24+2∗36.Preuve. Par dé�nition, si b divise a et a′, il existe deux entiers c et c′ tels que a = bc et a′ = bc′.Ainsi, quels que soient les entiers u et v, au + a′v = (bc)u + (bc′)v = b(cu + c′v), 
e qui prouveque b divise au+ a′v.http://ly
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Définition 2

Soit a un entier positif. On note D(a) l’ensemble des diviseurs positifs de a. Cet ensemble
est fini car tout diviseur positif m de a vérifie m < a.
Par convention, l’ensemble D(0) est l’ensemble des entiers naturels.Exemple : D(12) = {1; 2; 3; 4; 6; 12}.
Définition 3 Plus grand diviseur commun

Soient a et b deux entiers naturels. L’ensemble de leurs diviseurs positifs communs est
D(a, b) = D(a) ∩ D(b). Cet ensemble est fini car majoré par a et b. Il contient donc un
plus grand élément unique d, le plus grand diviseur commun de a et b. On le note
P.G.C.D de a et b et on le note PGCD(a, b) ou a ∧ b.Exemple : D(12) = {1; 2; 3; 4; 6; 12} et D(16) = {1; 2; 4; 8; 16} don
 PGCD(12, 16) = 4.
Proposition 3

Soient a et b deux entiers positifs.

1. D(a, 0) = D(a), donc PGCD(a, 0) = a.

2. Si b divise a alors D(a, b) = D(b) et donc PGCD(a, b) = b.

3. PGCD(a, b) > 1, car 1 ∈ D(a, b).Preuve.
1. Par dé�nition D(a, 0) = D(a)∩D(0) = D(a)∩N = D(a). Il est alors 
lair que PGCD(a, 0) =

a.
2. Si b divise a il est 
lair que D(b) ⊂ D(a) et don
 D(a) ∩ D(b) = D(b). Par 
onséquentPGCD(a, b) = b.
3. Il est 
lair que 1 divise a et b, don
 1 ∈ D(a) et 1 ∈ D(b), 
e qui prouve que 1 ∈

D(a) ∩ D(b) = D(a, b). Par 
onséquent, PGCD(a, b) > 1.
Définition 4

Soient a et b deux entiers relatifs. Leur P.G.C.D est PGCD(a; b) = PGCD(|a|; |b|).

3 Les nombres premiersa ) Dé�nition
Définition 5 Nombre premier

Un entier naturel n est premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs distincts, 1
et lui-même.Exemples : 3



Chapitre1 Divisibilité dans Z
• L'entier 1 n'est pas premier 
ar il n'a qu'un diviseur positif.
• Le plus petit nombre premier est 2, qui est divisible par 1 et 2.
• 3 est aussi premier.
• 4 n'est pas premier 
ar il est divisible par 1, 2 et 4.
• Plus généralement, un nombre pair supérieur à 4 n'est pas premier, 
ar il est divisiblepar 1, 2 et lui-même, soit au moins 3 diviseurs.b ) Re
onnaître un nombre premieri ) Méthode dire
teSoit n un entier. Pour savoir si n est premier, on e�e
tue les divisions de n par tous lesentiers naturels inférieurs à n. Si au
une de 
es divisions ne donne un résultat entier, alors
n est un nombre premier.ii ) Méthode dire
te optimiséeElle est basée sur la propriété suivante :
Proposition 4

Si tous les nombres premiers inférieurs à
√
N ne sont pas des diviseurs de N, alors N est

un nombre premier.Exemple : 53 est -il un nombre premier ?√
53 environ 7,28. Les nombres premiers inférieurs à 7,28 sont 2, 3, 5, 7. Comme au
und'eux ne divisent 53, alors 53 est un nombre premier.iii ) Crible d'ErathostèneA proprement parler, le 
rible d'Erathostène ne détermine pas si un entier est premier.C'est une méthode pour dresser la liste de tous les nombres premiers inférieurs à un entiernaturel n. Prenons l'exemple n = 50. Plaçons tous les entiers naturels inférieurs à 50 dansun tableau. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 3031 32 33 34 35 36 37 38 39 4041 42 43 44 45 46 47 48 49 50Commençons par barrer le nombre 1, qui n'est pas premier par dé�nition. Le nombre 2est premier. On peut alors barrer tous les multiples de 2, puisqu'ils ne sont pas premiers.Le nombre non barré suivant est don
 premier, il s'agit de 3. On barre maintenant tous lesmultiples de 3, qui ne peuvent pas être premiers et on passe au nombre non barré suivant.Une fois tout le tableau par
ouru, les seuls entiers non barrés sont tous les nombrespremiers inférieurs à 50.http://ly
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 ) Ensemble des nombres premiersOn a longtemps 
her
hé une logique dans la répartition des nombres premiers. En vain.On est aujourd'hui persuadé que 
ette répartition est anar
hique. Seuls quelques résultats
on
ernant l'ensemble des nombres premiers sont 
onnus à 
e jour.
Théorème 1 Théorème d’Euclide (Livre IX, proposition 20)

L’ensemble des nombres premiers est infini.Preuve. Démontrons 
e résultat par l'absurde, 
'est à dire en supposant que l'ensemble desnombres premiers est �ni.Notons alors P le produit de tous les nombres premiers. Il est 
lair que P +1 n'est divisible parau
un des nombres premiers (
ar P est divisible par 
ha
un des nombres premiers mais 1 ne l'estpas). Il est don
 premier, 
e qui est impossible 
ar il ne fait pas partie de l'ensemble des nombrespremiers. Ce
i 
ontredit notre hypothèse. Par 
onséquent, l'ensemble des nombres premiers estin�ni.Remarque : La demonstration s'appuie sur le fait que si a et b sont premiers alors a×b+1l'est aussi.La répartition des nombres premiers est donnée par la fon
tion π, où π(x) est le nom-bre d'entiers premiers inférieurs à x. Le mathémati
ien T
heby
hef a démontré en 1896que π(x) est équivalent, au voisinage de l'in�ni, à x
lnx

. Cela signi�e globalement que laproportion de nombres premiers est dé
roissanted ) Dé
omposition en fa
teurs premiers
Proposition 5

Soit a un entier naturel (a > 1). Alors :
• a admet un diviseur premier.
• Si a n’est pas premier, il admet un diviseur premier p tel que 2 6 p 6

√
a.Preuve.

• Si a est premier, 
omme a divise a, la propriété est bien véri�ée.
• Si a n'est pas premier alors il admet au moins un diviseur stri
tement supérieur à 1. Notons ple plus petit d'entre 
es diviseurs. p est for
ement premier 
ar sinon, il admettrait un diviseur

d ave
 1 < d < p, qui serait alors un diviseur de a stri
tement inférieur au plus petit d'entreeux : p ; 
'est impossible. Don
 p est pemier.De plus, a s'é
rit a = pq ave
 p 6 q ; on en tire : p2 6 pq = a, don
 p 6
√
a. Finalement, on abien

2 6 p 6
√
a.

Théorème 2 Décomposition en facteurs premiers

Soit n un entier supérieur ou égale à deux. Alors :
• n se décompose en un produit de facteur premier.
• Cette décomposition est unique à l’ordre des facteurs près.

On note alors n = pα1

1 . . . p
αk

k où p1, p2, · · · pr sont des nombres premiers distincts et
α1, α2, · · ·αr sont des entiers naturels non nuls.5



Chapitre1 Divisibilité dans ZPreuve. On ne démontrera que l'existen
e de la dé
omposition. L'uni
ité est admise.Démontrons 
ette propriété par ré
urren
e.
• Initialisation : Pour n = 2, elle est vraie puisque 2 est lui-même premier.
• Hérédité : Supposons la propriété véri�ée pour tout entier n 6 k et étudions le 
as n = k+1.

• Si k + 1 est premier, la propriété est bien véri�ée.
• Sinon, k + 1 admet un diviseur premier p et il existe k′ tel que k + 1 = pk′ ave
 k′ < k + 1.Par ré
urren
e, k′ est un produit de nombres premiers, et don
 k + 1 aussi.Preuve. Voi
i une autre preuve moins formelle :D'après la proposition 5, n admet un diviseur premier p1, alors n = p1n1 ave
 1 6 n1 < n,puisque p1 > 2.Si n1 = 1, 
'est terminé.Si n1 > 2 on répète 
e raisonnement ave
 n1 : n1 admet un diviseur premier p2 et n1 = p2n2,ave
 1 6 n2 < n1 < n.On itère 
e raisonnement tant que le quotient ni n'est pas égal à 1.La suite de 
es quotients étant stri
tement dé
roissante (· · · < ni < · · · < n2 < n1 < n), lepro
essus s'arrête à une 
ertaine étape k. Alors n = p1p2 · · · pk et en regroupant les fa
teurs nondistin
ts, on obtient :

n = pα1

1 · · · pαk

kMéthode de dé
ompositionPour dé
omposer un entier naturel en fa
teurs premiers, on peut utiliser une méthodesystématique qui 
onsiste à tester un par un par les fa
teurs possibles, 
'est à dire lesnombres premiers inférieurs à n. L'exemple suivant, n = 2184 expose le pro
édé et saprésentation graphique 
onventionnelle :2184 est divisible par 2 et le quotient est 1092 2184 21092 est divisible par 2 et le quotient est 546 1092 2546 est divisible par 2 et le quotient est 273 546 2273 est divisible par 3 et le quotient est 91 273 391 est divisible par 7 et le quotient est 13 91 713 est un nombre premier 13 13La dé
omposition est terminée 1La dé
omposition en fa
teurs premiers de 2184 est don
 2184 = 23 × 3× 7× 13.
Théorème 3

Soit n = pα1

1 · · · pαk

k la décomposition en nombres premiers d’un entier naturel n. Les

diviseurs de n sont les entiers dont les décompositions sont de la forme p
β1

1 · · · pβk

k , où
pour tout i ∈ {1, · · · , k}, βi 6 αi.Preuve. Il est 
lair qu'un entier de la forme donnée dans le théorème divise bien n. Il reste àdémontrer que tout diviseur de n est de 
ette forme.Soient d un diviseur de n, p un fa
teur premier de d et β tel que d = pβd′, où d′ n'est pas divisiblepar p. Alors pβ divise n et don
 p doit être l'un des fa
teurs premiers de n, disons pi. Il est alors
lair que β doit être inférieur à αi. Comme 
e
i est vrai pour tous ses diviseurs premiers, d estbien de la forme donnée dans le théorème.http://ly
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Proposition 6

Soit n un entier supérieur ou égal à 2, admettant la décomposition en facteur premier :

n = pα1

1 · · · pαk

k .

Le nombre de diviseurs de n est :

(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) .Preuve. Si n = pα1

1 · · · pαk

k , alors d'après la proposition pré
édente, tout diviseur d de n s'é
rit
d = p

β1

1 · · · pβk

k , où pour tout i ∈ {1, · · · , k}, βi 6 αi.On a α1 + 1 
hoix pour la valeur de β1, α2 + 1 
hoix pour la valeur de β2, . . .
4 P.P.C.M
Définition 6

Soient a et b deux entiers positifs. L’ensemble des multiples positifs non nuls communs à
a et b n’est pas vide car il contient ab, et il est minoré par a et b. Il contient donc un plus
petit élément. Cet élément est appelé P.P.C.M de a et b et noté PPCM(a, b) ou a ∨ b.

Proposition 7

Tout multiple commun à a et b est un multiple de leur P.P.C.M m.Preuve. Soit n un multiple 
ommun à a et b et m leur P.P.C.M. Par dé�nition de m, on a
m 6 n. La division de n par m donnent deux nombres q et r tel que n = mq + r ave
 r < m.On a alors r = n − mq qui est un multiple 
ommun à a et b (
ar n et m le sont) et qui estinéfrieur à m. Par dé�nition de m, on a don
 r = 0. Ainsi n est un multiple de m.
Théorème 4

Soient a et b deux entiers. Si d et m sont respectivement le P.G.C.D et le P.P.C.M de a et b,
alors md = ab.Preuve.
• On 
onsidère l'entier ab

d
. d étant le pg
d, il existe a′ et b′ entiers tels que ab

d
= a′b = ab′ 
e quisigni�e que ab

d
est un multiple 
ommun à a et b.C'est don
, d'après la propriété pré
édente, un multiple de m. Cela signi�e qu'il existe k dansZ tel ab

d
= km, et don
 ab = kmd.

• m étant un multiple 
ommun à a et b, il existe h et h′ dans Z tels que m = ah et m = bh′.En remplaçant m par la première de 
es expressions, on obtient ab = kahd, et don
 b = kdh.L'entier b est don
 divisible par kd. De manière analogue kd divise aussi a. Par maximalité de
d, on doit don
 avoir kd 6 d. La seule valeur possible pour k est 1, 
e qui implique ab = md.7
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Théorème 5

Soient a et b deux entiers. Notons {p1, . . . , pk} l’union des ensembles de leurs facteurs

premiers. On peut noter a = pα1

1 · · · pαk

k et b = p
β1

1 . . . p
βk

k où certains exposants αi et βi
sont éventuellement nuls. Notons d et m respectivement le P.G.C.D et le P.P.C.M de a et
b. Alors

d = p
Min(α1,β1)
1 · · · pMin(αk ,βk)

k et m = p
Max(α1,β1)
1 · · · pMax(αk ,βk)

k .Preuve. Soit d′ un diviseur 
ommun de a et b. D'après le théorème 3.3, d′ est de la forme
p
γ1
1 . . . p

γk
k , où pour tout i ∈ {1, . . . , k}, γi 6 αi et γi 6 βi, 
'est à dire γi 6 Min(αi, βi). Par
onséquent tout diviseur 
ommun à a et b d′ véri�e d′ 6 p

Min(α1,β1)
1 . . . p

Min(αk ,βk)
k , et 
omme
e produit est bien un diviseur de a et b, 
'est leur P.G.C.D. D'autre part on sait que ab = md,
'est à dire m = ab

d
, et don


m =
pα1

1 · · · pαk

k × p
β1

1 · · · pβk

k

p
Min(α1,β1)
1 · · · pMin(αk,βk)

k

m =
p
α1+β1

1 · · · pαk+βk

k

p
Min(α1,β1)
1 · · · pMin(αk,βk)

k

m = p
Max(α1,β1)
1 · · · pMax(αk ,βk)

kExemple : Prenons a = 2184 et b = 1617. Leurs dé
ompositions en fa
teurs premiers sont
a = 23 × 3× 7× 13 et b = 3× 72 × 11. Don


PGCD(a, b) = 3× 7 = 21

PPCM(a, b) = 23 × 3× 72 × 11× 13

= 168168.
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