Terminale S 2016 — 2017 Exercices

Théme 13
Nombres complexes et Géométrie

Vérification des acquis

[0 Représenter un nombre complexe par un point ou un vecteur.

0 Déterminer 'affixe d’un point ou d’un vecteur.

[0 Représenter un point a ’aide de son module et de son argument.
O

Savoir passer de la forme algébrique a la forme trigonométrique d’un nombre complexe,
et vice-versa.

O

Savoir interpréter graphiquement un module ou un argument.

Savoir calculer une distance ou un angle a partir de 'affixe de points.

[13.1] Activité 1 - Bataille navale
Cet exercice est une simple bataille navale, mais les coordonnées des points devront étre données
sous forme de nombres complexes. Voici le déroulement du jeu, qui se joue a deux.

e Dans le repere de gauche, placer vos différents bateaux de taille 3 x 1, 3x1,3x2 et 2x 1.
Attention, les bateaux doivent étre posés au-dessus des points, et non des carreaux (voir
I'exemple).

e On commence par le joueur le plus jeune, qui annonce 'affixe d’un point. Le joueur adverse
lui indique s’il a touché un de ses bateaux en disant éventuellement « touché ». Le repere
de droite est utilisé pour noter le résultat des essais successifs.

e Le second joueur annonce a son tour l'affixe d’un point. Si un joueur annonce des coor-
données au lieu de 'affixe, son coup est nul et le joueur adverse ne répond pas.

e Le joueur qui réussit a couler tous les bateaux adverses a gagné.




Activité 2 - Coordonnées polaires et forme trigonométrique

Pour déterminer la position d’un point dans le plan, on peut utiliser un repére cartésien et les
coordonnées cartésiennes du point dans ce repere. On peut aussi donner I'affixe du point,
qui est une facon d’écrire les coordonnées cartésiennes sous forme de nombre complexe.

Par exemple, on consideére le repére orthonormé (O; i, ¥) ci-dessous, dans lequel on a placé cing

points. Le triangle OCFE est équilatéral.

1. Donner les coordonnées cartésiennes, puis les affixes des points A, B, C, D et E. Pour le
poins C, on donnera des valeurs approchées lues graphiquement.

2. On voudrait caractériser d’une autre fagon la position du point C.
a. Préciser la distance OC ainsi qu'une mesure de I’angle (U, O—C>)
b. Ce couple distance-angle permet-il de déterminer sans ambiguité la position du point

C dans le plan ? Argumenter.

Ce couple distance OC / angle (TL’, O—C>> constitue les coordonnées polaires du point C.

3. a. Sur la figure ci-contre, M est un point quelconque d’af-
fixe z = x + yi, dans le plan muni d’un repére ortho-

normé (O; @, ). On note r la distance OM et 6 'angle

M

(1_[, O—]W)> Prouver que xz = rcos(f) et y = rsin(f).

b. En déduire que z = r(cos(f) + isin(h)).
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Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z. C’est
en quelque sorte une forme algébrique factorisée.

—

4. A Taide des questions précédentes, déterminer la forme trigonométrique, puis la forme
algébrique exacte de l'affixe z¢ du point C, puis ses coordonnées cartésiennes. Comparer
avec les coordonnées trouvées avec les mesures.

T
5. Soit zp le nombre complexe tel que |zg| = 3 et arg(zp) = 1 Déterminer la forme algé-
brique de zg, puis construire F a la regle et au compas.
3v/6  3v2
6. Soit zp = T\/_ — \/_i I'affixe du point F. Construire F' a la regle et au compas sur la

2
figure précédente.

Représenter graphiquement les ensembles des points M d’affixe z définis par les équations
ou inéquations ci-dessous.

1. Re(z) = 3; 4. Re(z) € N*; 7. Im(z) = 2Re(z2) ;
2. Im(z) = —2; 5. Im(z) = Re(z); 8. Re(z) < 1;
3. Im(z) € Z; 6. Im(z) = —Re(2); 9. Im(z) > —2.



Exercice fil rouge 1 Forme algébrique

Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres complexes suivants :
a.la| =2 arg(a) =% b. b =2 arg(b) =2F C.le|=4 arg(c)=2

Soit M un point quelconque d’affixe z = x + yi. Dans le plan complexe, placer le point
M puis les points images des complexes Z; —z; —Z; 2+ 2; 2 — Z.

Exercice fil rouge 2 Forme algébrique

a.la| =3 arg(a) =3 b. b|=6 arg(bh) === C.lef=1 arg(c)===

Soient A, B, C' et D quatre points d’affixes respectives a = —2+1i, b =2+4i,c = —1-3i
et d = 3. En calculant les affixes de deux vecteurs bien choisis, prouver que ABDC' est un
parallélogramme.

Soient A et B deux points d’affixes a = 2 4 3i et b = 5 + 2i. Déterminer par le calcul
Paffixe du point C' tel que OAC B soit un parallélogramme. Vérifier le résultat graphiquement.

Exercice fil rouge 3 Module et argument

Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :

a.a=23+3i b.b=-2-2i/3

“T1 Parties réelles et imaginaires, module et argument

1. Dans chacun des cas suivants, écrire sous forme algébrique le nombre complexe z de module

petd’argument@:p:3et9:%;szeté’:—%;pzlet@z%ﬂ;pzéletéz%“.

2. Ecrire un algorithme simple avec en entrée le module et Pargument et en sortie les parties
réelles et imaginaires, puis implémenter cet algorithme sur votre calculatrice (en mode
radian). On appellera le programme ainsi créé EXPOALG.

3. Vérifier, en utilisant le programme EXPOALG, les résultats de la question 1..

4. Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants : 1 —1i; 2v/3 + 6i;
—141v3; —2i; —3; —¥3H,

5. Ci-contre est reproduit un programme pour calcula- PROGRAM: ALGEXPO
trice Texas Instruments.

:Prompt X
a. Que représentent les variables X, Y, M, C et S :Prompt Y
dans ce programme ? v (X2+Y2) =M
:X/M—C

b. La fonction cos™! est la fonction réciproque du
cosinus, parfois noté arccos sur les machines. Y/ M_isl
Ainsi, cos™' C est le plus petit réel positif ¢ tel | :(cos™ C)/m —A

que cost = C. Appliquer le programme jusqu’a | :1f 8<0

cette ligne avec le complexe 2v/3 4 6i, en omet- | :Then

tant la division par m, puis en faisant cette divi- | : A=A
:End

sion. Expliquer l'intérét de cette opération.
:Disp "M=,/ ",M’

. e oA ’ . s
C. Expliquer I'intérét de I'instruction conditionnelle, ‘Disp "A=",A, "7

puis l'intérét de retourner M? et non M.
6. Saisir le programme et 'utiliser pour vérifier les résultats de la question 4.

Exercice fil rouge 4 Module et argument

a.a=—3vV2+3V2i b.b=-1,5



Exercice fil rouge 5| Module et argument

d.a=5—5i b.b=—V6+iv2

Dans le plan complexe muni du repére orthonormal direct (O;,7), déterminer et re-
présenter dans chaque cas ’ensemble des images des nombres complexes z vérifiant la relation.

1. |z] =1; 5. arg(z) = §[n];

2. |z-3|=2; 6. arg(1) = Z(n);

3 o1 = e —il; 7. arg()) = Sl

4. |2+2-2i|=|z—-3+1|; 8. arg(z —2—1i) =0[n];

Exercice fil rouge 6 Nature d'un triangle

a, b et ¢ sont les affixes de trois points A, B et C'. En utilisant les nombres complexes, déterminer
la nature du triangle ABC.
Qa=1+4+4i;b=-2+i;c=4+1. b.a=—-4+2i;b=-2+6i;c=2+4i.

Soit A un point d’affixe a.

1. Décrire géométriquement les points images des complexes @, —a, Re(a) et |al.

2. Décrire géométriquement les ensembles de points définis par les équations et inéquations

ci-dessous :
a. |z| = |al; c. Im(z) =Im(a); e. |z| <|al;
b. Re(z) = Re(a); d. arg(z) = arg(a); f. |a| < |z|] < 2|al.

Exercice fil rouge 7 Nature d'un triangle

A.a=-4—6i;b=—-2+4i;¢c=6—4i. b.a=3+351;b=5+0,5i; c=4,5+4,5i.
o _
13.10| 21 et 29 sont deux nombres complexes tels que { _ZI+ 12 — 3

1. Par quel nombre complexe faudrait-il multiplier la seconde équation pour, par addition,
éliminer z1 7
2. Déterminer les formes algébriques de z1 et de zs.

3. Déterminer le module et un argument de z1 et de zs.

2000

4. Calculer le module et un argument de (21 X 22)*""", puis écrire ce nombre complexe sous

forme algébrique.

Exercice fil rouge 8 Nature d'un triangle

A.a=8;b=—-4—43i; c= -4+ 4V3i. b.a=4+5i;b=-2+1i;c=2—2i



Sujets de baccalauréat

L Antilles-Guyane, juin 2016

On munit le plan complexe d'un repeére orthonormé direct (O; @, %)
On note C l'ensemble des points M du plan d’affixe z tels que |z — 2| = 1.

1. Justifier que C est un cercle, dont on précisera le centre et le rayon.

2. Soit a un nombre réel. On appelle D la droite d’équation y = ax.
Déterminer le nombre de points d’intersection entre C et D en fonction des valeurs du réel
a.

13.12| O Amérique du Nord, juin 2016

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O; 4, v)
On consideére le point A d’affixe 4, le point B d’affixe 4i et les points C et D tels que ABCD est
un carré de centre O.

Pour tout entier naturel non nul n, on appelle M,, le point d’affixe z, = (1 +1)™.

1. Ecrire le nombre 1 + i sous forme trigonométrique.

2. Montrer qu’il existe un entier naturel ng, que 'on précisera, tel que, pour tout entier

n = ng, le point M, est a 'extérieur du carré ABCD.

Asie, juin 2015

Le plan est muni du repere orthonormé direct (O; @, v/).

V3

1
On donne le nombre complexe j = —— +i—.

Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés du nombre j et de mettre en évidence
un lien entre ce nombre et les triangles équilatéraux.

Partie A - Propriétés de j

1. a. Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes 1’équation 22 4 z + 1 = 0.
b. Vérifier que le nombre complexe j est une solution de cette équation.

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe j.

3. Démontrer les égalités suivantes :
a. P=1;
b. ?=-1-j.

4. On note P, Q, R les images respectives des nombres complexes 1, j et j2 dans le plan.

Quelle est la nature du triangle PQR 7 Justifier la réponse.

Partie B - Triangles équilatéraux
Soit a, b, ¢ trois nombres complexes vérifiant 1’égalité a + jb + j?c = 0.
On note A, B, C les images respectives des nombres a, b, ¢ dans le plan.
En utilisant la question A-3.b., démontrer 1'égalité : a — ¢ = j(c — b).
En déduire que AC = BC .

Démontrer 1'égalité a — b = j%(b — ¢).

Pobd -

En déduire que le triangle ABC est équilatéral.



13.14 | Polynésie, juin 2015

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O;w, v). A tout point M d’affixe z du
plan, on associe le point M’ d’affixe 2’ défini par 2’ = 2% + 42 + 3.

1. Un point M est dit invariant lorsqu’il est confondu avec le point M’ associé.

Démontrer qu’il existe deux points invariants. Donner I'affixe de chacun de ces points sous
forme algébrique.
-3 —iv3 -3+iv3
2. Soit A le point d’affixe % et B le point d’affixe %\/_
Montrer que OAB est un triangle équilatéral.

3. Déterminer I'ensemble £ des points M d’affixe z = x + iy, ou x et y sont réels, tels que le
point M’ associé soit sur 'axe des réels.

4. Dans le plan complexe, représenter les points A et B ainsi que 1’ensemble &.

13.15 | Nouvelle Calédonie, mars 2012
Partie A

On considere le polynome P défini sur C par P(z) = 23 — (2 + 1\/§) 2242 (1 + 1\/5) 2 — 2iV/2.
1. Montrer que le nombre complexe zy = iy/2 est solution de ’équation P(z) = 0.
2. a. Déterminer les réels a et b tels que P(z) = (z - 1\@) (22 + az + b).
b. En déduire les solutions dans C de 'équation P(z) = 0.
Partie B

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé direct (O; 1w, ¥). On prendra 2 cm pour unité
graphique. On consideére les points A, B, J et K d’affixes respectives :

Zza=141, zp=1—1i, z;=iV2 et sz—g—H?.
1. Placer les points A, B, J, K sur une figure qui sera complétée au fur et & mesure de
I’exercice.
2. Soit L le symétrique du point J par rapport au point K. Montrer que laffixe de L est
égale & —v/2.
3. Montrer que les points A, B, J et L appartiennent & un méme cercle dont on précisera le
centre et le rayon.

Antilles-Guyane, juin 2012

Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (O; 1, ¥).

On réalisera sur une feuille de papier millimétré une figure en prenant pour unité 2 cm.
On complétera cette figure au fur et a mesure des questions.

On consideére les points A, B et C' du plan complexe d’affixes respectives

a=—-1+42i ; b=-2—-i ; c=-3+i

1. Placer les points A, B et C sur le graphique.
2. Quelle est la nature du triangle OAB?

3. On considere application f qui & tout point M d’affixe z avec z # b, associe le point M’

d’affixe 2’ définie par
L2412

RS
a. Calculer I'affixe ¢’ du point C’, image de C par f et placer le point C’ sur la figure.
b. Déterminer I'ensemble & des points M d’affixe z avec z # b, tels que |2/| = 1.

c. Justifier que £ contient les points O et C. Tracer £.



13.17 | Antilles-Guyane, juin 2013

On considére la suite (z,) de nombres complexes définie par zyp = 1 + i et, pour tout entier

naturel n, par z,4+1 =

Zn + |2n|

Pour tout entier naturel n, on pose z, = a,+1ib,, ou a,, est la partie réelle de z, et b, est la partie
imaginaire de z,. Le but de cet exercice est d’étudier la convergence des suites (ay) et (by,).

Partie A

1. Donner ag et by.

2 1
2. Calculer z1, puis en déduire que a; = +3f et by = 3
3. On considére I'algorithme suivant :
Variables : A et B des nombres réels

K et N des nombres entiers
Initialisation : Affecter & A la valeur 1

Affecter & B la valeur 1
Traitement : Entrer la valeur de N

Pour K variant de 1 & N
A+VA?2+ B?

Affecter a A la valeur 3

Affecter a B la valeur 3

Fin Pour
Sortie : Afficher A

. Exécuter cet algorithme pour N = 2. On exposera les valeurs successives des variables

dans un tableau.

. Pour un nombre N donné, a quoi correspond la valeur affichée par I'algorithme par

rapport a la situation étudiée dans cet exercice ?

Partie B

1. Pour tout entier naturel n, exprimer z,1 en fonction de a,, et b,.

En déduire 'expression de a,+1 en fonction de a,, et b, et 'expression de b, 4+ en fonction
de b,,.

2. Quelle est la nature de la suite (b,,) ? En déduire 'expression de b,, en fonction de n, puis

3.

déterminer la limite de la suite (by,).

a. On admet que pour tous nombres complexes z et 2, |z + 2/| < |z| + |Z|. Montrer que

2 |2p]

pour tout entier naturel n, |z,41] < 3

. Pour tout entier naturel n, on pose u, = |z,| Montrer par récurrence que pour tout

2 n
entier naturel n, u, < <§) v/2. En déduire que la suite (u,) converge vers une limite

que 'on déterminera.

. Montrer que, pour tout entier naturel n, |a,| < u,. En déduire que la suite (a,)

converge vers une limite que ’'on déterminera.



13.18 | Baccalauréat blanc, avril 2015
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O;,%). On considére la suite de
points (M,,) d’affixes z, telles que :

z0 = 8 et, pour tout entier naturel n, z,41 = (Z + Tl

—

. Démontrer que z; =2 + 2ivV3 et 29 = —1 + /31
2. Démontrer que le triangle OMyM; est rectangle en Mj.
3. Pour tout entier naturel n, on pose u, = arg z,.

ad. Donner le premier terme ug de la suite u.
. . . " . L
b. Justifier que u est une suite arithmétique de raison 3

C. En déduire, pour tout entier naturel n, I’expression de u,, en fonction de n.
4. Pour tout entier naturel n, on pose v, = |z,|.

d. Donner le premier terme vy de la suite v.
b. Justifier que v est une suite géométrique de raison 5
C. En déduire, pour tout entier naturel n, ’expression de v,, en fonction de n.
5. A l'aide des questions précédentes, déterminer la forme algébrique de zs.
. : , . V3
6. Montrer que, pour tout entier naturel n, la distance M, M, est égale a gvn.

7. On souhaite calculer la longueur de la ligne brisée MM ... M, 1 constituée par les n
premiers segments.
Pour cela, on consideére la suite (s,) définie pour tout entier naturel n, par

Snp — MOM1 + MlMQ R MnMn+1.
1
a. Justifier que, pour tout entier naturel n, s, = 8/3 x <1 — F)

b. En déduire que (s,) converge vers 8v/3. Interpréter ce résultat géométriquement.

8. On souhaite, & 1’aide de I’algorithme suivant, déterminer a partir de quel rang la longueur
de la ligne brisée MM ... M, s’approche de sa valeur limite & moins de 10~?.

Variables N un entier naturel
S, W des nombres réels
Entrée Affecter & W la valeur 4v/3

Affecter & S la valeur W
Affecter a N la valeur 0

Traitement Tant que ’S — 8\/§} > 101

1
Affecter & W la valeur 3 xW

Affecter & S la valeur S+W
Affecter & N la valeur N+1
Fin Tant que
Sortie Afficher N

d. Préciser le role des variables W et S.

(o)

. Déterminer la sortie affichée par cet algorithme.

C. Modifier 'algorithme précédent afin qu’il affiche le premier rang a partir duquel s
s’approche de sa valeur limite & moins de 107%, ot k est un entier naturel non nul
saisi par 'utilisateur.



