
Chapitre V
Vecteurs
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Chapitre 5 Veteurs1. TranslationsIntuitivement, une translation est unetransformation géométrique qui orrespondà l'idée de glissement d'un objet, sans ro-tation, retournement ni déformation de etobjet.
Définition 1 : Translation

Considérons deux points du plan A et
B. La translation de A vers B est la
transformation qui, à tout point C du
plan, associe le point D tel que [AD] et
[BC] ont le même milieu. (c’est à dire le
point D tel que ABCD est un parallélo-
gramme.)

Illustration :

A
b

B
b

C1

b

D1

bb

C2
b

D2
b

b

TranslationA translation moves every point of a �gure by the same amount in a given diretion.2. Veteurs2.1. Dé�nitionsConrètement dire que D est l'image de C par la translation qui transforme A en B, elasigni�e que le trajet qui va de A vers B est le même que elui qui va de C vers D. Lesnotions de segment et de droite ne su�sant pas à dérire les trajets, il onvient d'intro-duire une nouvelle notion : les veteurs.
Définition 2 : Vecteur

Un vecteur
→

u est un objet mathématique caractérisé par : une direction, un sens, et
une longueur (ou norme notée ||→u ||). Graphiquement, un vecteur est représenté par
une flèche.

VectorA vetor is a geometri objet that has both a magnitude (or length) and a diretion. Avetor is frequently represented by a line segment with a de�nite diretion, or graphiallyas an arrow.
Définition 3 : Représentants d’un vecteur

Un vecteur →
u n’a pas de position, il

n’est pas fixe. On peut représenter le
même vecteur à plusieurs “endroits” .
On dit alors que ce sont des représen-
tants du même vecteur ~u.

Illustration :

→
u

→
u

→
u

→
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Cours de mathématiques 2nd
Définition 4 : vecteurs égaux, opposés, nuls

• Des vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont même direction, même sens et
même norme.

• Le vecteur
−−−→

BA est l’opposé du vecteur
−−−→

AB. Il a même direction, même normemais

sens opposé à
−−−→

AB ;

• Le vecteur →
u =

−−−→

AA =
−−−−→

BB = · · · est appelé le vecteur nul et est noté
→

0 . Il n’a ni
direction, ni sens.

Illustration :

→
u

→
s

→

t

→
v

→
w

• Les veteurs →u et →

t ne sont pas égaux,ar ils n'ont pas la même diretion.
• Les veteurs →

u et →
v ne sont pas égaux,ar ils n'ont pas la même norme.

• Les veteurs →
u et →

w ne sont pas égaux,ar ils n'ont pas le même sens. Ils sontopposés.
• Les veteurs →

u et →
s sont égaux.

Equal vectorsTwo arrows −−−−−→

AB and −−−−−−−−→

A′B′ represent the same vetor if they have the same magnitude anddiretion. Equivalently, they are equal if the quadrilateral ABB′A′ is a parallelogram.Two vetors are opposite if they have the same magnitude but opposite diretions.The null vetor has no diretion and a magnitude equal to 0.
2.2. Veteurs et géométrie
Théorème 1 : Parallélogramme et vecteurs

ABCD est un parallélogramme (éventuellement aplati) si et seulement si
−−−→

AB =
−−−−→

DC.Preuve. Supposons que ABCD soit un parallélogramme. Les �tés [AB] et [DC] sont donégaux et parallèles et don les veteurs −−−→

AB et −−−−→

DC ont même diretion, même sens, et mêmelongueur. Ils sont don égaux.Réiproquement, si −−−→

AB =
−−−−→

DC alors les segments [AB] et [DC] sont égaux et parallèles et donle quadrilatère ABCD est un parallélogramme. �3



Chapitre 5 VeteursExerie résolu 1 :Soient ABCD un parallélogramme, E et F deux points tels que CDEF soit aussi unparallélogramme, non onfondu ave ABCD.
1. Faire une �gure.
2. Traduire les hypothèses par deux égalités vetorielles.
3. Prouver que ABFE est un parallélogramme.Solution :
1.

A

B

D

CE
F

2. ABCD un parallélogramme don −−−−−→

AB =
−−−−−→

DC.
CDEF un parallélogramme don −−−−−→

DC =
−−−−−→

EF .
3. On déduit de 2. que −−−−−→

AB =
−−−−−→

EF , e qui implique que ABEF est un parallélo-gramme.
Théorème 2 : Milieu d’un segment

Le point I est le milieu de [AB] si et seulement si
−−→

AI =
−−→

IB (égalité qui peut aussi

s’écrire
−−→

AI +
−−→

IB =
→

0 ou encore à
−−−→

AB = 2
−−→

AI, voir sections suivantes).Preuve. Supposons que I soit le mileu de [AB]. On a alors IA = IB et (IA) parallèles à (IB).Les veteurs −−→

AI et −−→

IB ont même diretion, même sens, et même longueur. Ils sont don égaux.Réiproquement, si −−→AI =
−−→

IB alors d'une part les longueurs AI et IB sont égales et d'autres part
(AI) est parallèle à (IB). Les droites ayant un point ommun, les points sont alignés et don Iest le milieu de [AB]. �2.3. Somme de deux veteurs
Définition 5 : Somme

Soient →
u et →

v deux vecteurs, on définit
le vecteur →

w somme des vecteurs →
u et

→
v de la façon suivante :
Soit A un point du plan, on trace le
représentant de →

u d’origine A : il a pour
extrémité B.
Puis on trace le représentant de →

v d’o-
rigine B : il a pour extrémité C.

Le vecteur
−−−→

AC est un représentant du
vecteur →

w = →
u + →

v .

Illustration : Construction de →
w = →

u + →
v

→
u

→
v

A

→
u

B
→
v

C→

w
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Cours de mathématiques 2nd
Théorème 3 : Relation de Chasles 1
Pour tout point A, B et C du plan, on a :

−−−→

AB +
−−−−→

BC =
−−−→

AC.Remarque : Cette propriété est onnue sous le nom de relation de Relation de Chasles.Elle n'a pas de nom spéi�que dans les autres pays.
The parallelogram ruleIf two vetors ~u and ~v form the sides of a parallelogram, then ~u + ~v is one of thediagonals.

Théorème 4 : Propriétés de l’addition de vecteurs

Quels que soient les vecteurs →
u , →v et →

w du plan, on a :
• →

u +→
v = →

v + →
u (commutativité) ;

• (→u + →
v ) + →

w = →
u + (→v + →

w) (transitivité) ;

• →
u +

→

0 = →
u .2.4. Multipliation d'un veteur par un nombre réel

Définition 6 : Multiplication

Soit →
u un vecteur non nul et k un réel non nul, on définit le vecteur →

v = k
→
u par :

• Si →u = 0 ou k = 0 alors k→u =
→

0 .
• Si k > 0, →v et →

u ont même direction, même sens et la norme de →
v vaut k fois celle

de →
u ;

• Si k < 0, →
v et →

u ont même direction, sont de sens opposés et la norme de →
v est

égale à |k| fois celle de →
u .

Illustration : Sur la �gure i-dessous :
→
u

→
v = 2

→
u

→
w = −3

→
u

→x =
1

2

→u

→y = −4

3

→u

• →
v = 2

→
u. • →

w = −3
→
u. • →

x =
1

2

→
u. • →

y = −4

3

→
u .5



Chapitre 5 Veteurs
Théorème 5 : Propriété de la multiplication d’un vecteur par un nombre

Quels que soient les vecteurs →
u , →v et les réels k et l , on a :

• k(→u + →
v ) = k

→
u + k

→
v (distributivité par rapport aux vecteurs) ;

• (k + l)→u = k
→
u + l

→
u (distributivité par rapport aux réels) ;

• k(l→u) = (kl→u) (associativité) ;

Théorème 6 : Produit nul

Soit k un nombre réel et →
u un vecteur.

k
→
u =

→

0 si et seulement si k = 0 ou →
u =

→

03. Colinéarité3.1. IntuitivementExemple :
→
u

→
v

→
u

→
v

→
u

→
v

→
v = 2

→
v

→
v = −4

→
v ImpossibleCes exemples permettent de sentir intuitivement que :

• Si →u et →v ont la même diretion, il existe un réel k tel que →u = k→v

• Si →
u et →

v n'ont pas la même diretion, il n'existe pas de réel k tel que →
u = k

→
v3.2. Dé�nition et aratérisation

Définition 7 : Colinéarité

Deux vecteurs sont dits colinéaires si et seulement si ils ont la même direction.
Par convention, le vecteur nul est colinéaire à tout vecteur.

Collinear vectorsTwo vetors are ollinear when one is a non-zero salar multiple of the other.
Théorème 7 : Caractérisation de la colinarité

→
u et →

v sont colinéaires si et seulement s’il existe un réel k tel que →
u = k

→
v .

Théorème 8 : Colinéarité et parallélisme

Les droites (AB) et(CD) sont parallèles si et seulement si
−−−→

AB et
−−−−→

CD sont colinéaires.Preuve. En e�et, le fait que les veteurs −−−→

AB et −−−−→

CD soient olinéaires équivaut au fait qu'ilsaient la même diretion, 'est à dire que les droites (AB) et (CD) soient parallèles. �http://lyeeenligne.free.fr/ 6
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Cours de mathématiques 2nd
Théorème 9 : Colinéarité et alignement

Les points A, B et C sont alignés si et seulement si
−−−→

AB et
−−−→

AC sont colinéaires.Preuve. D'après la proposition préédente, les −−−→

AB et −−−→

AC sont olinéaires si et seulement si lesdroites (AB) et (AC) sont parallèles, 'est à dire si et seulement si les points A, B et C sontalignés. �Exerie résolu 2 :ABC est un triangle. M et N sont les points tels que −−−−−→

CN = 3
−−−−−→

AB et −−−−−−→

AM = −1

2

−−−−−→

AC .
1. Plaer les points M et N.
2. Exprimer −−−−−−−→

MB en fontion de −−−−−→

AB et −−−−−→

AC .
3. Exprimer −−−−−−−→

MN en fontion de −−−−−→

AB et −−−−−→

AC.
4. Conlure sur l'alignement des points M,B et N.Solution :
1.

b M

bA b B

b C b N

2. −−−−−−−→

MB =
−−−−−−−→

MB +
−−−−−→

AB =
1

2

−−−−−→

AC +
−−−−−→

AB.
3. −−−−−−−→

MN =
−−−−−−→

MA +
−−−−−→

AC +
−−−−−→

CN =
3

2

−−−−−→

AC + 3
−−−−−→

AB

4. De 2. et 3., on onlut que −−−−−−−→

MN = 3
−−−−−−−→

MB don les veteurs −−−−−−−→

MN et −−−−−−−→

MB sontolinéaires don les points M,B et N sont alignés.4. Compléments4.1. Chasles4.1.i) BibliographieMihel Chasles, né en 1793 à Épernon (Eure-et-Loir) et mort le 18 déembre 1880 à Paris,est un mathématiien français.Il est né en 1793 dans la ville d'Épernon, située non loin de Chartres. Après des études se-ondaires brillantes, Chasles entre à l'Éole polytehnique en 1812. Il y devient professeuren 1841. En 1846, une haire de géométrie supérieure est réée pour lui à la Sorbonne. Il est7



Chapitre 5 Veteursélu en 1851 membre de l'Aadémie des sienes, dont il était orrespondant depuis 1839.En 1837, il publie un ouvrage intitulé Aperçu historique sur l'origine et le développementdes méthodes en géométrie.Son nom est attahé à la relation de Chasles mais ette propriété était déjà utiliséelongtemps avant lui. D'autre part, on lui doit aussi le théorème de Chasles qui stipuleque toute fontion harmonique, 'est-à-dire toute fontion qui est une solution de l'équa-tion de Laplae, peut se représenter par un potentiel de simple ouhe sur l'une quelonquede ses surfaes équipotentielles.Il a inventé le terme homothétie, qu'il prononçait /omoteti/ au lieu de /omotesi/ ommeaujourd'hui. Il a aussi travaillé sur les homographies et la géométrie projetive. Il a intro-duit le rapport anharmonique appelé aussi birapport de 4 points alignés. Ses travaux degéométrie lui valurent la Médaille Copley en 1865.Il meurt le 18 déembre 1880 à Paris.4.1.ii) AnedoteDans Apologie pour l'Histoire, Mar Bloh rappelle une mésaventure humiliante survenueà Mihel Chasles, éminent homme de sienes mais qui avait voulu se mêler d'histoire, undomaine où il n'entendait rien.En juillet 1857 l'illustre mathématiien présenta à l'Aadémie des Sienes toute une sériede lettres inédites de Pasal, que le fameux faussaire Vrain-Luas venait de fabriquer.Elles établissaient qu'avant Newton l'auteur des Pensées avait déouvert le prinipe del'attration universelle. Malheureusement un savant anglais �t observer qu'on y trouvaitdes mesures astronomiques bien postérieures à la mort de Pasal. Approvisionné unenouvelle fois par Vrain-Luas, Chasles montra alors des lettres où Galilée ommuniquaità Pasal les résultats de ses observations.Sans se délarer battu notre Anglais remarqua ette fois que dans une lettre de 1641Galilée se plaignait de sa mauvaise vue alors qu'il était omplètement aveugle depuis prèsde quatre ans. Surgit alors une nouvelle lettre, postérieure à la préédente et datée dedéembre 1641 dans laquelle un autre savant italien apprenait à Pasal que Galilée, dontla vue n'avait essé de baisser, avait �ni par la perdre entièrement.Ses ollègues de l'Institut prirent la hose ave bonne humeur, mais à l'étranger (à Londresen partiulier) on �t des gorges haudes du manque d'esprit ritique des sienti�quesfrançais. Quant au pauvre Chasles, il se montra désespéré de s'être fait ainsi mysti�er.D'autant que, omme on l'apprit plus tard, il avait aheté à Vrain-Luas d'autres lettres,de Veringétorix à Jules César, de César à Cléopâtre, toutes rédigées dans un simili vieuxfrançais.d'après un artile de Wikipédia, l'enylopédie libre.
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