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Les nombres omplexes portent bien leur nom ! Ils interviennent partout : en algèbre, enanalyse, en géométrie, en életronique, en traitement du signal, en musique, et. Et enplus, ils n'ont jamais la même apparene : tant�t sous forme algébrique, tant�t sous formetrigonométrique, tant�t sous forme exponentielle, ... Leur suès vient en fait de deuxpropriétés : en travaillant sur les nombres omplexes, tout polyn�me admet un nombre deraines égal à son degré et surtout ils permettent de aluler failement en dimension 2.
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Cours de mathématiques STS1. Rappels
Définition 1 : Ensemble des nombres complexes

On appelle C l’ensemble des nombres de la forme x + iy, où x ∈ R, y ∈ R et i
est le nombre vérifiant i2 = −1. Cet ensemble est appellé ensemble des nombres
complexes.Remarque : La notation i fut introduite par Euler (Bâle 1707 - Saint Pétersbourg 1783).Dans les exeries et le ours, on notera parfois j à la plae de i pour éviter la onfusionave la notation de l'intensité utilisée en életriité.Les règles de aluls (addition, dévellopement, fatorisation) valables pour les nombresréels sont aussi valables pour les nombres omplexes.Exerie résolu 1 :On donne z1 = −2 + 3j et z2 = 4− j.Érire sous forme algébrique :

1. z1 + z2 ;
2. 2z1 ;
3. z1 × z2.Solution :
1. z1 + z2 = (−2 + 3j) + (4− j) = −2 + 4 + j(3− 1) = 2 + 2j ;
2. 2z1 = 2(−2 + 3j) = −4 + 6j ;
3. z1 × z2 = (−2 + 3j)(4− j) = −8 + 2j+ 12j− 3j2 = −8 + 14j− (−3) = −5 + 14j.1.1. Forme algébrique

Définition 2 : Forme algébrique

L’écriture x+ jy est appellée forme algébrique du complexe z.
x s’appelle la partie réelle et est noté Re(z).
y s’appelle la partie imaginaire et est notée Im(z). C’est un nombre réel.

Théorème 1 : Nombres complexes égaux

Puisque l’écriture d’une nombre complexe sous la forme x+jy est unique ; deux nom-
bres complexes sont égaux si et seulement si leur partie réelle et leur partie imagi-
naire sont égales.

Définition 3 : Imaginaire pur

Soit z = x+ jy un nombre complexe.
Si y est nul, on a un nombre réel.
Si x est nul et y 6= 0, on a un imaginaire pur.

Définition 4 : Complexe conjugué

Si z = x+ jy, on appelle conjugué de z le nombre z = x− iy.2



Cours de mathématiques STS
Théorème 2 : Propriétés sur les conjugués

Soit z un nombre complexe. On a

z = z et z × z = x2 + y2.Remarque : Les nombres onjugués servent, entre autre, à rendre réel des dénominateursa�n d'obtenir des formes algébriques.Exerie résolu 2 :Mettre sous forme algébrique les nombres z3 = 2

3 + j et z4 = 1 + 2j
5− 6j .Solution :

z3 =
2

3 + j = 2(3− j)
(3 + j)(3− j) =

6− 2j
9− j2 =

6− 2j
10

=
3

5
− 1

5
j.

z4 =
1 + 2j
5− 6j = (1 + 2j)(5 + 6j)

(5− 6j)(5 + 6j) =
5 + 6j+ 10j+ 12j2

52 − (6j)2 =
5 + 16j− 12

25− 36(−1)
=

−7 + 16j
61

.1.2. Représentation géométrique d'un nombre omplexeDans le plan muni d'un repère (O; ~u,~v), à tout nombre omplexe z = x + jy on peutassoier le point M de oordonnées (x; y) et réiproquement.
z = x+ jy ⇔

0 →u

→v

M(z)

x

y

Définition 5 : Image, affixe

Le point M(x ; y) est l’image du nombre complexe x+ jy.
Le nombre x+ jy est l’affixe du point M .
Le vecteur

−−−−−→
OM est le vecteur image du nombre complexe x+ jy.Remarque : Les réels ont leur image sur l'axe des absisses, et les imaginaires purs ontleur image sur l'axe des ordonnées.

Théorème 3 : Complexes et géométrie

Si A a pour affixe zA et B a pour affixe zB alors :
• Le milieu I du segment [AB] a pour affixe zI = 1

2(zA + zB)
• z−→

AB
= zB − zA

• AB = |zB − zA|
• (→u ;

−−−→
AB) = arg(zB − zA)

3



Cours de mathématiques STS1.3. Forme trigonométrique
Définition 6 : module

on appelle module de z le nombre réel
√

x2 + y2. On le note |z| ou r.
Il s’agit de la longueur du segment OM.

Définition 7 : argument

On appelle argument de z une mesure de l’angle entre
−→
Ox et

−−→
OM .

On le note souvent θ.Remarques :
• la dé�nition de l'argument d'un omplexe néessite que le plan soit orienté (il le seraimpliitement à partir de maintenant).
• Un point étant donné, il existe plusieurs mesures de l'angle (→u;

−−−−−−−→
OM). Ainsi, on parled'un argument et pas de l'argument.

• La notation algébrique orrespond au repérage artésien d'un point du plan,la notationtrigonométrique orrespond au repérage polaire. Suivant l'étude menée, haque pointde vue présente ses avantages.
Méthode : passage de la forme trigonométrique à la forme algébrique

Si l’on connait le module (noté r) et un argument (noté θ) d’un nombre complexe,
on peut retrouver sa forme algébrique x+ jy. En considérant les projections orthogo-
nales du point M sur les axes (O,

→
u) et (O,

→
v ), on obtient les relations :

x = r cos θ y = r sin θ.

On a alors
z = x+ jy = r cos θ + jr sin θ = r(cos θ + j sin θ)

0 →u

→v

r =
√

x2 + y2

M(z)

θ

x = r cos θ

y = r sin θ

Définition 8 : Forme trigonométrique

L’écriture r(cos θ+ j sin θ) est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z.Exerie résolu 3 :Donner la forme algébrique du nombre omplexe z5 de module 2 et d'argument π
3
.Solution : z5 = r(cos θ + i sin θ) = 2

(

cos(
π

3
) + j sin(π

3
)
)

= 2

(

1

2
+ j√3

2

)

= 1 + j√3.4
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Méthode : passage de la forme algébrique à la forme trigonométrique

Supposons connue la forme algébrique x+ jy d’un nombre complexe.
En utilisant le théorème de pythagore, on obtient :

|z| = r =
√

x2 + y2

Avec les formules trigonométrique, on obtient le système :
{

cos θ = x
r

sin θ = y
r

qui permet de déterminer avec les lignes trigonométriques une valeur d’un argu-
ment θ.Exerie résolu 4 :Donner la forme trigonométrique de z6 = 1 + j√3.Solution :Calul du module de z6 : |z6| = r =

√

x2 + y2 =

√

12 +
√
3
2
=

√
4 = 2.Calul d'un argument de z6 :

cos θ =
x

r
=

1

2

sin θ =
y

r
=

√
3

2















π
3

1
2

√
3
2 don θ =

π

3
( 2π près).

z6 a pour module r = 2 et pour argument θ =
π

3
.

Théorème 4 : Égalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont même module et
même argument (à 2π près.)
Autrement dit, z = r(cos θ + j sin θ) et z′ = r′(cos θ′ + j sin θ′) sont égaux si et seulement
si r = r′ et θ = θ′ + k2π.

Théorème 5 : propriété des modules et des arguments

|zz′| = |z||z′| arg(zz′) = arg(z) + arg(z′)

| z
z′
| = |z|

|z′| arg(
z

z′
) = arg(z) − arg(z′)Remarque : Pourquoi utiliser tant�t la forme algebrique, tant�t la forme trigonométrique ?On priviligiera la forme algébrique lorsque on s'interresse à une translation et que l'onveut additionner des nombres et à la forme trigonométrique lorsque l'on s'interresse à desrotations et que l'on veut multiplier es nombres.1.4. Forme exponentielle
5
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Définition 9 :

On pose par définition : eiθ = cos θ + j sin θLes propriétés sur les modules et les arguments se traduisent dès lors :
Théorème 6 :eiθeiθ′ = ei(θ+θ′) et

eiθeiθ′ = ei(θ−θ′)En généralisant la formule, on obtient :
Théorème 7 : Formule de Moivre

(cos θ + j sin θ)n = cos(nθ) + j sin(nθ)Des relations eiθ = cos θ+ j sin θ et e−iθ = cos−θ− j sin θ, on déduit les formules d'Euler :
Théorème 8 : Formule d’Euler

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
sin θ =

eiθ − e−iθ
2iRemarque : Les formules d'Euler et de Moivre sont à la base de la méthode permettantde linéariser cosn θ (ou sinn θ).

Définition 10 :

Linéariser une expression trigonométrique, c’est trouver une expression du premier
degré qui lui soit égale.Exerie résolu 5 :Linéariser cos4 θ.Solution : A l'aide de la relation (a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 et de laformule d'Euler, on érit

cos4 θ = ( eiθ+e−iθ
2

)4

= (eiθ)4+4(eiθ)3e−iθ+6(eiθ)2(e−iθ)2+4eiθ(e−iθ)3+(e−iθ)4
16

= ei4θ+4ei2θ+6+4e−i2θ+e−i4θ
16

= (ei4θ+e−i4θ)+4(ei2θ+e−i2θ)+6
16

= 2 cos 4θ+4 cos 2θ+6
16

= cos4θ
8

+ cos2θ
2

+ 3
8

2. Équations du seond degré
6



Cours de mathématiques STS2.1. Équations du seond degré à oe�ients réels
Théorème 9 : Équation du second degré

On considère l’équation az2 + bz + c = 0 où a, b et c sont trois nombres réels.
On pose ∆ = b2 − 4ac.

• si ∆ > 0, l’équation admet deux solutions
−b±

√
∆

2a
;

• si ∆ = 0, l’équation admet une solution double − b

2a
;

• si ∆ < 0, l’équation n’admet pas de solution dans R mais admet deux solutions

conjuguées dans C :
−b± j√−∆

2a
.2.2. Raine arrée d'un nombre omplexe2.2.1 Reherhe sous forme trigonométriqueNous allons traiter un exemple qui sera plus parlant que la théorie.On veut déterminer la raine arrée de 1 + j√3 ('est à dire résoudre l'équation z2 =

1 + j√3). On herhe z sous la forme ρeiθ.
z2 = 1 + j√3 ⇔

(

ρeiθ)2 = ρ2ei2θ = 2eiπ3Comme deux nombres sont égaux si et seulement si leur module sont égaux et leur argu-ment égaux à 2π près, on obtient le système :
{

ρ2 = 2

2θ =
π

3
+ k2π

⇔
{

ρ =
√
2

θ =
π

6
+ kπ

⇔
{

ρ =
√
2

θ =
π

6
ou θ =

7π

6Ainsi, les raines arrées de √1 + j√3 sont √2eiπ6 =

√
6

2
+ j√2

2
et −√

6

2
− j√2

2Remarque :
• La méthode a l'avantage d'être la même si l'on veut résoudre une équation du type
z3 = α, z8 = α, . . .

• La méthode a un gros inonvenient : Il n'est pas toujours possible de trouver la valeurexate d'un argument d'un nombre omplexe. Par suite, on n'obtiendra pas de valeurexate pour la raine arrée. La méthode i-dessous est plus longue mais plus exate.2.2.2 Reherhe sous forme algébriqueTraitons un autre exemple.On veut déterminer la (les) raine(s) arrée(s) de 4 + 3j. On herhe les solutions sous laforme x+ jy.
z2 = (x+ jy)2 = 4 + 3j ⇔ x2 − y2 + j2xy = 4 + 3jDeux nombres omplexes étant égaux si et seulement si leur partie réelle et leur partieimaginaire sont égales, on obtient le système :

{

x2 − y2 = 4
2xy = 37



Cours de mathématiques STSOn peut résoudre e système en exprimant x en fontion de y (x =
3

2y
) que l'on re-porte dans le première ligne qui devient une équation bi-arrée (type ax4 + bx2 + c = 0)que l'on résout par un hangement de variable pour obtenir une équation du seond degré.Une astue onsiste à utiliser un autre renseignement :

{ |z2| = |4 + 3j| = √
42 + 32 = 5

|z2| = |z|2 =
(

√

x2 + y2
)2

= x2 + y2On onlut que x2 + y2 = 5. On peut remplaer le système préédent par le systèmesuivant :
{

x2 + y2 = 5
x2 − y2 = 4Par addition (et soustration) des lignes, on obtient x2 = 9/2 et y2 = 1/2, don x =

±3
√
2/2 et y = ±

√
2/2. Or 2xy = 3, don x et y sont de même signe.Les solutions sont don √

2
2
(3 + j) et −√

2
2
(3 + j).2.3. Équations du seond degré à oe�ients omplexesNous savons déjà résoudre les équations du seond degré pour lesquelle les oe�ientssont des nombres réels (par exemple : 2x2 + 3x + 9 = 0). On s'interresse désormais à larésolution des équations du seond degré pour lesquelles les oe�ients sont des nombresomplexes (par exemple z2 − (3 + 2i)z + 1 + 3i = 0).Les régles onnues pour les oe�ients réels s'étendent au as omplexe.

Théorème 10 :

L’équation ax2 + bx + c = 0 avec a, b et c nombres complexes admet toujours deux
solutions dans C :

x =
−b+ δ

2a
et x =

−b− δ

2a

où δ est une racine carrée de ∆ = b2 − 4ac.Remarque : Toute la di�ulté est de déterminer la raine arrée de ∆.Preuve. ax2 + bx+ c = 0 ⇔ a

[

(

x+
b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2

]

= 0 ⇔
(

x+
b

2a

)2

=
b2 − 4ac

(2a)2
.En notant δ le nombre tel que δ2 = b2 − 4ac, on obtient x+

b

2a
= ± δ

2a
d'où

x = −b± δ

2a

�

8



Cours de mathématiques STSExerie résolu 6 :Résoudre dans C l'équation (1− j)z2 − (5− j)z + 4 + 2j = 0Solution : C'est une équation du seond degré ave a = 1− j, b = −(5− j) et c = 4+2j.
1. On alule le disriminant de ette équation :

∆ = b2−4ac = (−(5− j))2−4(1− j)(4+2j) = 25−10j+ j2−4(4+2j−4j−2j2) =
24− 10j− 4(6− 2j) = −2j

2. On herhe la raine de −2j sous forme algébrique.
z2 = −2j ⇔ (x+ jy)2 = −2j ⇔ x2 − y2 + j2xy = −2jPar uniité de la forme algébrique, on obtient :{ x2 − y2 = 0

2xy = −2On utilise le module de −2j pour résoudre plus failement le système :
{

|z2| = | − 2j| =√02 + (−2)2 = 2

|z2| = |z|2 =
(

√

x2 + y2
)2

= x2 + y2On onlut que x2+y2 = 2. On peut remplaer le système préédent par le systèmesuivant :
{

x2 + y2 = 2
x2 − y2 = 0Par addition (et soustration) des lignes, on obtient x2 = 2/2 et y2 = 2/2, don

x = ±1 et y = ±1. Or 2xy = −2, don x et y sont de signe ontraire.Les raines de ∆ sont don δ1 = 1− j et δ2 = −1 + j.
3. On alule les solutions :

x1 =
−b+ δ1

2a
=

(5− j) + (1− j)
2(1− j) =

(6− 2j)(1 + j)
2(1− j)(1 + j) =

8 + 4j
4

= 2 + j
x2 =

−b+ δ1
2a

=
(5− j)− (1− j)

2(1− j) =
4(1 + j)

2(1− j)(1 + j) =
4 + 4j
4

= 1 + j
x3 =

−b+ δ2
2a

=
(5− j) + (−1 + j)

2(1− j) = x2

x4 =
−b+ δ2

2a
=

(5− j)− (−1 + j)
2(1− j) = x1Les aluls ave δ2 donnent les mêmes solutions que les aluls fait ave delta1,'est pourquoi, dans la pratique, on ne les fait pas.les solutions sont x1 = 2 + j et x2 = 1 + j.3. Lignes de niveau

Définition 11 :

Dans un repère orthonormal (O; ~u,~v), la ligne de niveau k d’une fonction f est
l’ensemble des points d’abscisse x (ou d’affixe z) tels que f(x) = k (ou f(z) = k)Exemple : Soit f la fontion dé�nie sur R par f(x) = x2.La ligne de niveau 1 de la fontion f est {−1; 1}.La ligne de niveau −1 de la fontion f est vide.

9
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Théorème 11 : Les principales lignes de niveau sont :

1. Ligne de niveau de la fonction f : z 7→ Re(z).
f(z) = k ⇔ f(a+ jb) = a = k

La ligne de niveau k de la fonction Re(z) est la droite d’équation x = k

2. Ligne de niveau de la fonction f : z 7→ |z|.
|z| = k ⇔ OM = k

La ligne de niveau k de la fonction |z| est le cercle de centre O et de rayon k.
(d’où la necessité d’avoir k > 0, sinon la ligne de niveau est vide)

3. Ligne de niveau de la fonction f : z 7→ arg(z).

arg(z) = k ⇔ (→u ;
−−−−−→
OM) = k

La ligne de niveau k de la fonction arg(z)est la demi-droite d’origine O exclu et
d’angle polaire k.Exemple :

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

En bleu, la ligne de niveau 2 de la fontion Re(z).En rouge, la ligne de niveau π
4
de la fontion arg(z).En vert, la ligne de niveau 3 de la fontion |z|.4. Complexes et transformations géométriquesLes fontions sont un proédé qui a un nombre fait orrespondre un autre nombre. Dansle as des fontions qui à un omplexe assoie un autre omplexe (exemple : f : z 7→ z2),on obtient aussi, en utilisant la représentation géométrique des omplexes, une opérationqui à un point du plan assoie un autre point. Nous allons voir dans ette setion, lestransformations dérite par ertaines fontions types.4.1. Transformations assoiées à f : z 7→ z + α, α ∈ C

10
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Théorème 12 :

La tranformation géométrique associée à f : z 7→ z + α (α est un complexe) est la
translation de vecteur d’affixe α.Preuve. Soit M ′ le point d'a�xe z′ = f(z).
z′ = z + α ⇒ z′ − z = α ⇒

−−−−−−−→
MM ′ = →u où →u est un veteur �xe d'a�xe α. �Exemple : f : z 7→ z + (3− i)

2

4

−2

2 4 6−2−4−6Par f , l'image de la �gure noire est la �gure rouge. Pour l'obtenir, on peut :
• soit aluler les images de haun des points de la �gure (l'image de A d'a�xe z = 2+2iest f(2 + 2i) = 2 + 2i+ 3− i = 5 + i, . . . ;
• soit e�etuer la translation de veteur (3;−1)(e qui est plus rapide).4.2. Transformations assoiées à f : z 7→ z

Théorème 13 :

La tranformation géométrique associée à f : z 7→ z est la symétrie d’axe (O; ~u).Preuve. Soit M ′ le point d'a�xe z′ = f(z).si M a pour a�xe a+ jb, alors M ′ a pour a�xe a− jb. �Exemple : f : z 7→ z

2

4

−2

−4

2 4 6−2−4−6

Par f , l'image de la �gure noire est la �gure rouge. Pour l'obtenir, on a e�etué la symétried'axe (O,→u)

11



Cours de mathématiques STS4.3. Transformations assoiées à f : z 7→ az, a ∈ C
Théorème 14 :

La tranformation géométrique associée à f : z 7→ az est la composée d’une rotation
de centre 0, d’angle arg(a) et d’un agrandissement de centre O de rapport |a|.Preuve. Soit M ′ le point d'a�xe z′ = f(z).
z′ = az ⇔

{

|z′| = |a||z|
arg(z′) = arg(z) + arg(a)

⇔
{

OM ′ = |a|OM

(→u ;
−−−−−−→
OM ′) = (→u ;

−−−−−→
OM) + arg(a)

�

Définition 12 :

La transformation géométrique associée à f : z 7→ az est appellée similitude de
centre O, d’angle arg(a) et de rapport |a|.Remarque : dans le as où le rapport est de 1, il s'agit simplement d'une rotation.Exemple : f : z 7→ 2eiπ2 z

2

4

6

−2

2 4 6−2−4−6−8−10Par f , l'image de la �gure noire est la �gure rouge. Pour l'obtenir, on peut :
• soit aluler les images de haun des points de la �gure (l'image de A d'a�xe z = 2+2iest f(2 + 2i) = (2 + 2i)(2eiπ2 ) = (2 + 2i)(2i) = −4 + 4i, . . . ;
• soit e�etuer la rotation de entre O et d'angle π

2
suivie de l'homothétie de rapport 2et de entre O (e qui est plus rapide).4.4. Transformations assoiées à f : z 7→ 1

z

Définition 13 :

La transformation géométrique associée à f : z 7→ 1

z
est appellée inversion com-

plexe.Remarque : Le point O n'a pas d'image par ette transformation.
Théorème 15 : image d’une droite

L’image d’une droite qui ne passe pas par O est un cercle qui passe par O mais privé
de O. 12



Cours de mathématiques STSPreuve. On peut faire une démonstration dans le as général, mais on se bornera à l'étude d'unexemple. (Il su�t de remplaer les valeurs données par des lettres pour avoir le as général).Soit M ′ le point d'a�xe z′ = f(z) et (D) la droite d'équation 2x+ 4y + 1 = 0.Cherhons d'abord le lien entre les oordonnées de M et elle de M ′ = f(z).
M ′ = f(M) ⇔ z′ =

1

z
et z 6= 0

⇔ z =
1

z′
et z′ 6= 0

⇔ x+ iy =
1

x′ + iy′
=

x′ − iy′

x′2 + y′2
et (x′; y′) 6= (0; 0)

⇔ par identi�ation 










x =
x′

x′2 + y′2

y =
−y′

x′2 + y′2

(x′; y′) 6= (0; 0)D'autre part, si M est sur la droite (D), ses oordonnées véri�ent 2x+ 4y + 1 = 0.En utilisant dans l'équation de la droite, les expressions de x et y obtenue dans le système, onobtient :
2

(

x′

x′2 + y′2

)

− 4

(

y′

x′2 + y′2

)

+ 1 = 0 d'où 2x′ − 4y′ + (x′2 + y′2) = 0.Cette équation s'érit enore (x′ + 1)2+(y′ − 2)2 = 5 ou enore AM ′2 = 5 (soit AM =
√
5) don

M ′ est sur le erle de entre A(−1; 2) et de rayon √
5. �

Illustration :

f : z 7→ 1

zL'image de la droite par f est le erle bleu. (On peut aluler l'image par f de pointsitué sur la droite).
2

4

−2

−4

2 4 6−2−4−6

(D) : 2x+ 4y + 1 = 0Remarque : En utilisant le même raisonnement et en utilisant des valeurs littérales, onmontre que l'image de la droite d'équation ax+ by + c = 0 est le erle privé du point Ode entre (− a

2c
;
b

2c
) et de rayon √

a2 + b2

2|c| .
Théorème 16 : image d’un cercle

L’image d’un cercle passant par O et privé de O est une droite.13



Cours de mathématiques STSPreuve. f (f(z)) = z don l'image de l'image d'un point M est e même point.Par onséquent, l'image de l'image d'une droite est elle-même d'où l'image d'un erle est unedroite. �Remarque : L'image d'un erle ne passant pas par O est un erle. Cette propriété n'estpas au programme.4.5. Compositions de transformations élémentairesExerie résolu 7 :Soit s la transformation qui à M(z) assoie M ′(z′) telle que z′ = (1 +
√
3j)z + 3j.

1. Déomposer s en une suession de transformations élémentaires.
2. Soit (C ) le erle de entre Ω d'a�xe 2j et de rayon 1.Dans un repère (O; ~u,~v), onstruire l'image de e erle par la transformation f .(On ne demande auun alul).Solution :
1. On a s : z

X−→ z
Y−→ (1 +

√
3j)z Z−→ (1 +

√
3j)z + 3joù X est la fontion z 7→ z (symétrie d'axe (Ox) ) ;

Y : z 7→ (1+
√
3j)z (similitude de rapport |1+√

3j| = 2 et d'angle arg(1+√
3j) =

π

3
) ;

Z : z 7→ z + 3j (translation de veteur 3j).
2. On e�etue les di�érentes transformations sur le erle de entre (0; 2) et de rayon

1.
X

Y

Z

L'image du erle rouge initial est le erle noir.5. Nombres omplexes en életriité
14



Cours de mathématiques STS5.1. Introdution de la notationOn onsidère le iruit életrique :
u(t)

i1(t)

i2(t)

i(t)

Lorsque l'on étudie un iruit en régime sinusoïdal de pulsation ω, les grandeurs életriquess'érivent :
u(t) = U

√
2 sinωt

i(t) = I
√
2 sin (ωt− ϕ)

i1(t) = I1
√
2 sin (ωt− ϕ1)

i2(t) = I2
√
2 sin (ωt− ϕ2)On voit que les termes qui hangent d'une grandeur à l'autre sont la valeur e�ae

(U, I, I1, I2) et le déphasage (ϕ, ϕ1, ϕ2). Seuls es termes sont don intérréssants, les autresne hangeant pas.Remarque : EDF distribue des tensions életriques sinusoïdales de fréquene f = 50Hertz.La pulsation est ω = 2πf ≈ 314 rad.s−1 : 'est la même onstante pour toutes les fontions
i et u ainsi dé�nies.D'où l'idée de représenter, dans un premier temps, les grandeurs életriques par desveteurs, dont la longueur est proportionnelle à la valeur e�ae, et en faisant ave unaxe de réferene un angle égal au déphasage ('est la méthode de Fresnel).L'inonvénient de ette méthode est que l'on ne dispose pas sur les veteurs de toutes lesopérations intervenant dans les aluls en életriité (notamment inverse d'un veteur).Les grandeurs (intensité ou tension) étant de la forme a(t) = A

√
2 sin (ωt+ ϕ), on leurassoie le nombre omplexe, noté A, de module A (valeur maximale ou e�ae) et d'ar-gument ϕ (déphasage à l'origine des temps en radian.)

Définition 14 : Notation complexe d’une grandeur physique

A toute tension (intensité) sinusoïdale u (i), on associe le nombre complexe, noté U

(I)
• de module U , la valeur efficace de u,
• d’argument ϕ, la phase initiale de u.

15



Cours de mathématiques STS5.2. Intêret de la notation : Addition de grandeur sinusoïdaleNous venons d'introduire une notation. Une question est alors légitime : A quoi ela noussert-il ?Pour répondre à ette question, on onsidère un premier exemple onret ave la situationi-dessous :
i(t) i1(t)

i2(t)Loi des noeudsConnaissant i1(t) = I1
√
2 sin(ωt+ϕ1) et i2(t) = I2

√
2 sin(ωt+ϕ2), on herhe à onnaître

i(t), 'est à dire on herhe la valeur e�ae I et la valeur du déphasage ϕ.La loi des noeuds nous dit que i(t) = i1(t)+ i2(t) = I1
√
2 sin(ωt+ϕ1)+ I2

√
2 sin(ωt+ϕ2).Il faut alors plusieurs lignes de aluls (voir la démonstration du théorème) pour arriverà transformer l'ériture i-dessus en elle voulue. L'utilisation des omplexes évite esdi�ultés (voir exemple).

Théorème 17 :

Dans le cas de signaux de même pulsation, on a

I0 = I1 + I2

U0 = U1 + U2Preuve. La loi des noueds nous dit que, à haque instant t, i(t) = i1(t) + i2(t).En utilisant la relation sin(a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a, on montre que :
i1(t) + i2(t) = I1

√
2 sin(ωt+ ϕ1) + I2

√
2 sin(ωt+ ϕ2)

=
[

I1
√
2 sin(ωt) cosϕ1 + I1

√
2 sinϕ1 cos(ωt)

]

+
[

I2
√
2 sin(ωt) cosϕ2 + I2

√
2 sinϕ2 cos(ωt)

]

=
(

I1
√
2 cosϕ1 + I2

√
2 cosϕ2

)

sin(ωt) +
(

I1
√
2 sinϕ1 + I2

√
2 sinϕ2

)

cos(ωt).D'autre part
i(t) = I

√
2 sin(ωt+ ϕ)

=
(

I
√
2 cosϕ

)

sin(ωt) +
(

I
√
2 sinϕ

)

cos(ωt).Puisque la relation i(t) = i1(t)+ i2(t) est vraie à haque instant, elle est don vraie en partiulierau temps t = 0, d'où √
2 I sinϕ =

√
2 I1 sinϕ1 +

√
2 I2 sinϕ2 (ar on a alors sin(ωt) = 0 et

cos(ωt) = 1). La relation est aussi vraie en t =
π

2
. On obtient √

2 I cosϕ =
√
2 I1 cosϕ1 +

16
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√
2 I2 cosϕ2. On peut ainsi érire :

I =
√
2 I (cosϕ+ j sinϕ)

=
√
2 I cosϕ+ j√2 I sinϕ

=
√
2 I1 cosϕ1 +

√
2 I2 cosϕ2 + j√2 I1 sinϕ1 + j√2 I2 sinϕ2

=
√
2 I1 (cosϕ1 + j sinϕ1) +

√
2 I2 (cosϕ2 + j sinϕ2)

= I1 + I2

�Exemple : Considérons i1 = 2
√
2 sin

(

ωt+
π

4

) et i2 = 3
√
2 sin

(

ωt− π

6

).On détermine la forme algébrique de I1 et I2 pour additionner es nombres plus failement.On obtient :
I1 = 2

(

cos
(π

4

)

+ j sin(π
4

))

=
√
2 (1 + j)

I2 = 3
(

cos
(

−π

6

)

+ j sin (−π

6

))

=
3

2

(√
3− j).Nous en déduisons que I = I1 + I2 =

(

√
2 +

3
√
3

2

)

+ j(√2− 3

2

).Comme on ne reonnais pas de lignes trigonométriques onnues, on utilise des valeursapprohées. I ≈ 4, 012289774− 0, 08578643763jNous en déduisons que l'intensité e�ae vaut environ |I| ≈ 4, 01 Ampères et une mesurede son argument −0, 021 radians, et don i(t) ≈ 4, 01
√
2 sin(ωt− 0, 021)5.3. Impédane omplexe

Définition 15 : impédance

L’impédance complexe du circuit est le nombre complexe Z =
U

I
.

L’impédance du circuit est le module de l’impédance complexe noté |Z|

Théorème 18 :

En courant sinusoïdal, dans un circuit en série ou en parrallèle, la loi d’association
des impédances est la même que celle des résistances, en courant continu, dans le
même type de circuit.

Théorème 19 :

L’impédance complexe d’un circuit contenant une résistance est Z = R.
L’impédance complexe d’un circuit contenant une bobine parfaite est Z = jLω.
L’impédance complexe d’un circuit contenant un condensateur parfait est

Z =
1jCω

= − 1

Cω
j.Preuve. On ne fera que le as de la bobine parfaite, les autres as étant similaire.Par dé�nition de l'intensité i(t), on a u(t) = L

di(t)dt . Comme i(t) = I
√
2 sin (ωt+ ϕ), on obtient

u(t) = L
d(I

√
2 sin (ωt+ ϕ))dt

= LI
√
2ω cos (ωt+ ϕ)

= LωI
√
2 sin

(

ωt+ ϕ+
π

2

) ar sin
(

x+
π

2

)

= cos(x)17
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[

ILω,ϕ+
π

2

] et par suite, Z =
U

I
=

[

ILω,ϕ+
π

2

]

[I, ϕ]
=
[

Lω,
π

2

]

= jLω.On montre de même que l'impédane omplexe d'un ondensateur parfait de apaité C vaut
1jCω

(par dé�nition i(t) = C
du(t)dt ) �6. Exeries

Révisions

2.1 On donne z1 = −2 + 3j et z2 = 4− j. Érire sous forme algébrique :
1. z1 + z2

2. 2z1 − 3z2

3. z1 × z2

4. z1 × z1

5. z21

6. z1
z2

7. 3

z1 + z2

8. z1 + z2
z1 − z2

2.2 Érire sous forme algébrique haun des nombres omplexes suivants :
1. z1 =

5 + j
3j

2. z2 =
2

7− j
3. z3 =

1 + 2j
(2 + j)− 5

4. z4 =
3 + j

(4 + 2j) + (5− j)
5. z5 =

3j
2− 5j

6. z6 = 3 + j− 1

1 + 2j
7. z7 = 1− 3j+ 2 + j

3j
8. z8 =

5j

(2− j)− (2− 5j)2
9. z9 =

5j
(2− j)(3− 2j)

2.3 Érire en fontion de x et y la forme algébrique de haun des nombres omplexessuivants :
1. 5

x+ jy 2. 2− 3j
x+ 4j 3. 1 + j

2 + x+ jy 4. 5 + j
(1− 3j)− (x+ jy)

2.4 Résoudre haune des équations suivantes.
1. jz + 2− j = 0 ;
2. jz = 1− j ;
3. (3 + 5j)z = 1− z ;
4. 1

z + j = 3 + j ; 5. z + 1

z − 1
= 2j ;

6. (jz + 1)(z + 3j) = 0 ;
7. (7− j)z + 3 = 0 ; 8. { z − z′ = jjz + z′ = 1

;
9. { 2z + z′ = 1− j

z − jz′ = 0
.

2.5 Le plan omplexe P est rapporté au repére orthonormal (O; ~u,~v) d'unité graphique2 m. On note i le nombre omplexe de module 1 et d'argument π

2
.Soit P (z) = z3 − 8z − 32 , où z est un nombre omplexe.

1. a. Caluler P (4).
b. Déterminer les réels a, b, c tels que : P (z) = (z − 4) (az2 + bz + c).
c. Résoudre dans C l'équation P (z) = 0.18



Cours de mathématiques STSDans le plan omplexe, on onsidère les points A, B, C et D d'a�xes respetives :
zA = −2 − 2i ; zB = −2 + 2i ; zC = 2e

iπ

3 et zD = zB × zC.où i est le nombre omplexe de module 1 et d'argument π

2
.

2. Déterminer la forme algébrique de zC puis elle de zD.
3. a. Caluler le module et un argument de zB.

b. En déduire le module et un argument de zD.
4. Déduire des questions 2. et 3.b. les valeurs exates de cos(13π

12

) et de sin(13π

12

).
2.6

1. Mettre sous forme algébrique puis plaer dans un repère haun des nombres suiv-ants :
a. z1 = [4 ; π

4
] ;

b. z2 de module 2 et d'argument− π
6
;

c. z3 = [1 ; 4π
3
].

2. Mettre sous forme trignométrique haun des nombres suivants :
a. z4 = 2− 2i ; b. z5 = 2

√
3 + 2i ; c. z6 =

1√
2
(1 + i).

2.7 On onsidère les deux nombres omplexes suivants : z1 = 1 + i√3 et z2 = 1− i.
1. Déterminer le module et un argument de z1 et z2.
2. En déduire le module et un argument des nombres omplexes :

z1 ;
1

z1
; (z1 × z2) ;

z1
z2

; z82

2.8 On note i le nombre omplexe de module 1 et d'argument π

2
.

1. Résoudre dans l'ensemble C des nombres omplexes l'équation
(

z2 + 9
) (

z2 − 9z + 27
)

= 0.

2. Dans le plan muni d'un repère orthonormal (O; ~u,~v), d'unité graphique 1 m, ononsidère les points A, B et C d'a�xes respetives :
zA = 3i ; zB =

9

2
+

3
√
3

2
i et zC =

9

2
− 3

√
3

2
i.

a. Érire haun des nombres omplexes zA, zB et zC sous la forme reiθ où r estun nombre, réel positif et θ un nombre réel.
b. Soit I le point d'a�xe zI = 2. Caluler les distanes AI, BI et CI.En déduire que les points A, B et C sont sur un même erle dont on préiserale entre et le rayon. 19
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c. À l'aide d'une règle et d'un ompas, onstruire les points I, A, B et C. Onutilisera une feuille de papier millimétré et on laissera apparents les traits deonstrution pour les points B et C.

2.9 On note i le nombre omplexe de module 1 et d'argument π

2
.

1. a. Résoudre dans l'ensemble des nombres omplexes C l'équation d'inonnue z :
z2 − 2z + 4 = 0.On désigne par z1 la solution de partie imaginaire positive et par z2 l'autresolution.

b. Déterminer le module et un argument de haune des solutions.
c. En déduire le module et un argument de z21 et de z22 ; aluler es deux nombressous forme algébrique.

2. Le plan omplexe est muni d'un repère orthonormal (O; ~u,~v) d'unité graphique 1m.On désigne par A, B, A′ et B′ les points d'a�xes respetives :
zA = 1 + i√3 ; zB = 1− i√3 ; zA′ = −2 + 2i√3 et zB′ = −2− 2i√3.

a. Plaer es points de façon préise dans le plan omplexe.
b. Justi�er que AA′B′B est un trapèze isoèle.

3. Soit R la rotation de entre O et d'angle 2π

3
.Caluler l'a�xe des images de haun des points B et A′ par la rotation R.Que remarque-t-on ?

2.10 Linéariser haune des expressions suivantes :
1. cos3 x

2. cos 2x sin 3x

3. sin4 x

4. cosx sin2 x

5. cos4 x

6. cos 5x cos 7xDéduire une primitive de haune des expressions données.
2.11 Le but de et exerie est la résolution dans l'intervalle [0,2π℄ de l'équation 2 sin x− sin 3x = 0.
1. Linéariser sin3 x et en déduire que : 4 sin3 x− sin x = 2 sin x− sin 3x

2. Résoudre dans l'intervalle [0 ; 2π℄ les équations suivantes :
a. sin x = 0 b. sin x = 1

2
c. sin x = −1

2

3. En déduire les solutions appartenant à l'intervalle [0 ; 2π℄ de l'équation 2 sin x− sin 3x = 0.
Équations du second degré

2.12 En utilisant la méthode donnée dans le ours, déterminer la raine arrée de haundes nombres suivants :
20 + 48j; 3 + 4j; −3 + 4j; −16 + 30j; j

2.13 En utilisant la formule donnée en ours, et les résultats de l'exerie préédent,résoudre dans C, haune des équations suivantes :20
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1. z2 + (2− j)z − 2j = 0

2. z2 + 2z + 1− j = 0

3. z2 − (3 + 2j)z + (1 + 3j) = 0

4. z2 + 2(1 + j)z − 5(1 + 2j) = 0

5. z4 + (1− 2j)z2 − 2j = 0 (poser X = z2)

21



Cours de mathématiques STS
2.14 Équation biarrée.
1. Résoudre dans l'ensemble C l'équation z2 − z + 1 = 0.
2. Donner les solutions sous forme trigonométrique.
3. Déduire des questions préédentes les solutions de l'équation z4 − z2 + 1 = 0.

2.15 Equations du seond degré dépendant d'un paramètre.Soit k un nombre réel. On onsidère l'équation d'inonnue z :
z2 − 2(1 + jk2)z + 1− k4 = 0Le but de e devoir maison est de trouver les solutions, dans C, de ette équation enfontion de la valeur de k.

1. Cas où k = 0.
a. Réerire l'équation donnée en remplaçant k par 0.
b. Résoudre alors l'équation.

2. Cas où k = 2.
a. Réerire l'équation donnée en remplaçant k par sa valeur.
b. Résoudre alors l'équation.

3. Cas général.
a. Montrer que le déterminant de l'équation vaut ∆ = 8k2j.
b. Caluler, en fontion de k, la raine arrée de ∆.
c. En déduire l'ezpression des solutions en fontion de k.
d. Remplaer k par 0 puis par 2. que retrouve-t-on ?
e. Donner les solutions de l'équation z2 + (−2− 18j)z − 80 = 0.

Ligne de niveau

2.16 En s'inspirant de e qui a été fait en ours :
1. Donner la ligne de niveau 3 pour la fontion f : z 7→ Re(z).
2. Donner la ligne de niveau 4 pour la fontion f : z 7→ |z|.
3. Donner la ligne de niveau 0 pour la fontion f : z 7→ arg(z).
4. Donner la ligne de niveau -5 pour la fontion f : z 7→ |z|.
5. Donner la ligne de niveau 0 pour la fontion f : z 7→ |z|.
6. Donner la ligne de niveau 3 pour la fontion f : z 7→ Im(z).

2.17 On onsidère la fontion f : z 7→ |z − (3 + 4j)|.
1. Interpréter géométriquement le nombre |z − (3 + 4j)|.
2. En déduire la ligne de niveau 3 de f .

2.18 On onsidère la fontion f : z 7→ arg (z − (3 + 4j)).
1. Interpréter géométriquement le nombre arg (z − (3 + 4j)).
2. En déduire la ligne de niveau π

2
de f .22
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2.19 Dans le plan omplexe muni du repère orthonormal diret (O; ~u,~v), déterminer etreprésenter l'ensemble des images des nombres omplexes z tels que :
1. |z| = 1

2. arg(z) = π
2

3. Im(z) = 2

4. |z − 3| = 2

5. Re(z − 1 + j) = 2

6. Im(z − j) = 3.
2.20 Dérire sous forme d'une ligne de niveau :
1. la droite d'équation y = 5 ;
2. la demi-droite (Ox) ;
3. le erle de entre (4; 5) et de rayon 2 ;
4. la demi-droite d'origine 1− j et d'angle polaire π

3
.

2.21 On onsidère la transformation f qui à tout nombre omplexe, z fait orrespondrele nombre f(z) = jz + j+ 2.
1. Caluler f(j) ; f(1) ; f(2 + 3j).
2. On pose z = x+ jy.

a. Erire sous forme algébrique f(z).
b. Déterminer x et y pour que f(z) = 0.
c. Quelle ondition doit-on avoir sur x pour que f(z) soit un nombre réel ?
d. Quelle ondition doit-on avoir sur x et y pour que f(z) soit un nombre imagi-naire pur ?

3. Déduire des questions préédentes la ligne de niveau 0 de Im(f(z)) puis elle deRe(f(z)).
2.22 On onsidère la transformation f qui a tout nombre omplexe z di�érent de 3 faitorrespondre le nombre f(z) =

2 + j
z − 3

.
1. Caluler f(1 + j) ; f(j).
2. On pose z = x+ jy.

a. Erire en fontion de x et y la forme algébrique f(z).
b. Quelle ondition doit-on avoir sur x et y pour que f(z) soit un nombre réel.
c. Quelle ondition doit-on avoir sur x et y pour que f(z) soit un nombre imagi-naire pur.

3. Déduire des questions préédentes la ligne de niveau 0 de Im(f(z)) puis elle deRe(f(z)).
2.23 Comment hoisir z = x+ jy pour que z2 + 2z − 3 soit un nombre réel ?
2.24 Déterminer z = x+ jy pour que 1− zj− z

soit réel ; imaginaire pur.
2.25 Cerle de Nyquist.Les nombres a, b, c, d sont des réels donnés. x est un réel variable.Soit z =

a+ jbx
c+ jdx et M son image dans un repère (O; ~u,~v).On veut déterminer l'ensemble E des points M obtenus quand x dérit R.23
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1. Déterminer l'image A de z quand x = 0.
2. Soit B le point d'a�xe b

d
. Soit Z = z − 1

2

(

a

c
+

b

d

)Montrer que Z =
ad− bc

2cd
× c− jdx

c+ jdx .
3. Caluler |Z| et en déduire la ourbe E.Remarque : Le diagramme de Nyquist est un graphe utilisé en automatique pour évaluerla stabilité d'un système en boule fermée. Il représente dans le plan omplexe la réponseharmonique du système en boule ouverte orrespondant. La phase est l'angle et le modulela distane du point à l'origine.

Transformations géométriques

2.26 Préiser haune des transformations suivantes :
1. z′ = −2z

2. z′ = z + 4j 3. z′ = −z

4. z′ = z

5. z′ = jz
6. z′ = (1− j)z

2.27 d'après BAC Septembre 1994, génie életronique et életrotehnique.
1. a. Résoudre dans C l'équation z2 − 2

√
2z + 4 = 0

b. Donner la notation exponentielle de haque solution.
2. Le plan omplexe est muni d'un repère orthonormal (O; ~u,~v), d'unité graphique 2m.

a. Plaer les points A, B, C d'a�xes respetives z0 = 2j, z1 =
√
2(1 − j) et

z2 =
√
2(1 + j)

b. Soit r la transformation géométrique du plan qui au point M d'a�xe z assoiele point M' d'a�xe z′ = ej3π4 z. Préiser la nature de ette transformation.
c. Montrer que z0 = ej 3π4 z1. Que peut-on en déduire pour les points A et B ?
d. Déterminer l'a�xe du point D, image du point A par r. Plaer e point D dansle plan.
e. Quelle est l'image de la droite (AB) par r ?

2.28 On onsidère la fontion f : z 7→ (2+2j)z et les points A, B et C d'a�xes respetives
zA = 2 + j, zB = 2 + 3j et zC = 1 + 2j

1. a. Déterminer les a�xes des images de A, B et C par f .
b. Plaer ses images dans un repère orthogonal d'unite 1 m.

2. a. Érire 2 + 2j sous forme trigonométrique.
b. En déduire une véri�ation des images obtenues à la question préédente.

2.29 On onsidère la fontion f : z 7→ 1

z
.

1. En s'inspirant de l'exemple donné dans le ours, déterminer l'image de la droite (D)d'équation 4x+ 6y + 4 = 0.
2. Véri�er votre résultat en utilisant la remarque du ours suivant l'exemple.24
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2.30 Soit f la transformation qui à M(z) assoie M ′(z′) telle que z′ = jz + 1 + j.
1. Déomposer f en une suession de transformations élémentaires.
2. Soit (C ) le erle de entre Ω d'a�xe 2j et de rayon 1.Dans un repère (O; ~u,~v), onstruire l'image de e erle par la transformation f .(On ne demande auun alul).

2.31 Soit s la transformation qui à M(z) assoie M ′(z′) telle que z′ = (
√
2 +

√
2j)z − j.Déomposer f en une suession de transformations élémentaires.

2.32 Soit s la transformation qui à M(z) assoie M ′(z′) telle que z′ = 2jz + 2 + j.Déomposer f en une suession de transformations élémentaires.
2.33 Soit s la transformation qui à M(z) assoie M ′(z′) telle que z′ =

2z − 3

z − 1
.Déomposer f en une suession de transformations élémentaires. (On remarquera que

z′ = 2− 1

z − 1
).

2.34 On onsidère l'appliation de C dans C dé�nie par f(z) = z − 1

z + 1
appelée transfor-mation onforme du plan omplexe.

1. Quelle est l'ensemble de dé�nition de f ?
2. Déterminer les réels a et b tels que f(z) = a+

b

z + 1
.

3. Érire f omme omposée de transformations simples.
4. Démontrer que l'image par f de l'axe des imaginaires est le erle de entre O derayon 1 privé de O.

2.35 A tout réel ω > 0, on assoie T (ω) = 5 + jω
4 + 2jω .

1. Montrer que l'on a T (ω) =
1

2
+

3

2
× 1

2 + jω .
2. a. Soit M le point du plan omplexe d'a�xe 2 + jω.Quel est l'ensemble ∆ dérit par M lorsque ω varie dans ]0; +∞[.

b. Representer ∆ (unité graphique : 4 m) (laisser de la plae en haut de la feuille)
3. Quand M dérit ∆, le point M ′ d'a�xe T (ω) dérit un ensemble (E).Montrer que (E) se déduit de ∆ par trois transformations élementaires dont onpréisera les éléments aratéristiques. Traer (E).
4. On pose θ = arg(T (ω)). Soit N le point de E pour lequel θ est minimum.

a. Plaer N sur la �gure.
b. Caluler alors sin(θ) et donner une valeur approhée de θ à 10−2 près en radians.
c. A l'aide d'une onstrution géométrique, plaer le point H de ∆ dont l'imageest N (expliquer la onstrution).

2.36 Soit T : ω 7→ T (ω).Le diagramme de Nyquist de l'appliation T est la ourbe obtenue par l'ensemble despoints M d'a�xe z = T (ω) lorsque w varie de 0 à +∞.25
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1. Dans ette question, on onsidère T1(ω) = 1 + jω. Représenter le diagramme deNyquist de l'appliation T1.
2. A partir du diagramme préédent, onstruire le diagramme de Nyquist de l'applia-tion T2 =

1

1 + jω
3. A partir du diagramme préédent, onstruire le diagramme de Nyquist de l'applia-tion T3 =

jω
1 + jω (On véri�era auparavant que jω

1 + jω = 1− 1

1 + jω ).
2.37 On bidouille un �ltre en mettant deux résistanes R et deux ondensateurs de a-paité C de manière rusée. Quand on applique à l'entrée une ertaine tension de pulsation
ω, on reueille à la sortie un nouveau signal � �ltré � mais de même pulsation. Ce �ltreest aratérisé par la fontion de transfert T dé�nie par

T (ω) =
1

1 +
Z1(ω)

Z2(ω)

ave Z1ω) = R +
1

jCω
et Z2(ω) =

1
1

R
+ jCω

e1

e2

Les onstantes R et C sont bien sûr stritement positives.
1. Montrez que T (ω) =

1

3 + j

(

RCω − 1

RCω

)

2. a. On onsidère la fontion dé�nie sur ]0,+∞[ par
h(ω) = RCω − 1

RCωDressez le tableau de variation de h sur ]0,+∞[.
b. On onsidère le point m d'a�xe 3 + jh(ω). Quel est l'ensemble (D) dérit parle point m lorsque ω parourt ]0,+∞[ ?
c. Quelle transformation assoie au point m le point M d'a�xe Z = T (ω) ?
d. Déduisez-en l'ensemble (E) dérit par le point M quand ω parourt ]0,+∞[.26
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e. Traez sur un même graphique les ensembles (D) et (E). Vous prendrez pourunité 6m. Vous représenterez également le point m0 d'a�xe 3+ j et son image

M0 par la transformation envisagée.
Compléments : Complexe et électricité

2.38 Dans un iruit, deux résistanes sont assoiées en série. On donne u1(t) = 2 sin
(

ωt+
π

4

)et u2(t) = 3 sin
(

ωt− π

4

).
1. Donner les formes trigonométriques puis algébriques des grandeurs omplexes U1 et

U2 assoiées à u1(t) et u2(t).
2. En déduire la forme algébrique de U , grandeur omplexe assoiée à u(t).
3. Donner une valeur approhée à 10−1 près du module et d'un argument de U .
4. En déduire l'expression de u(t).

2.39 Trois dipoles d'impédanes omplexes respetives Z1 = 75 − 50j, Z2 = 50 + 50j et
Z3 = 100− 25j sont assoiés en série.

1. Quelle est l'impédane du dip�le équivalent ?
2. Quelle est l'impédane du dip�le équivalent si on monte les dipoles en parallèles ?

2.40 L'impédane omplexe d'un iruit est telle que
Z =

Z1 × Z2

Z1 + Z2 + Z3

1. Sahant que Z1 = 1+2j, Z2 = −1+3j, Z3 = 4+5j, aluler l'impédane du iruit.
2.41 On onsidère le iruit i-dessous.
1. Montrer que l'impédane omplexe est Z = R +

(

Lω − 1

Cω

) j
2. Caluler l'impédane du iruit sahant que R = 20Ω, Lω = 150Ω et 1

Cω
= 150Ω.

2.42 On onsidère le iruit i-dessous.

27
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1. Montrer que l'impédane omplexe est 1

Z
=

1

R
+ j(Cω − 1

Lω

)

2. Caluler l'impédane du iruit sahant que R = 12Ω, Lω = 100Ω et 1

Cω
= 150Ω.

28
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